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S t r e s z c z e n i e

W artykule aproksymowano parametry strukturalne funkcji produkcji dla bran¿y górnictwa wêgla kamiennego
w Polsce. W wyniku reformy przeprowadzanej w górnictwie zmieniaj¹ siê relacje miêdzy nak³adami takich
czynników produkcji jak praca i kapita³ a uzyskiwanymi efektami produkcyjnymi. Funkcja produkcji pozwala
badaæ elastycznoœæ czynników produkcji, mo¿liwoœci ich substytucji, produktywnoœæ i produktywnoœæ krañcow¹
pracy ludzkiej i zaanga¿owanego kapita³u, wp³ywu czynnika postêpu techniczno-organizacyjnego na produkcjê
a tak¿e, w pewnym zakresie, okreœlaæ zapotrzebowanie w przysz³oœci na analizowane czynniki produkcji w przy-
padku zmiany wielkoœci produkcji lub warunków wykorzystania czynników, szczególnie kapita³u, czyli zakresu
inwestowania w górnictwie.

Wprowadzenie

Restrukturyzacja kopalñ wêgla kamiennego w swej makroekonomicznej istocie pro-
wadzi do zmiany nak³adów czynników stosowanych w procesie produkcyjnym i inwesty-
cyjnym. Nadrzêdnym celem takich dzia³añ jest zawsze poprawa ekonomicznej efektywnoœci
procesów wytwórczych. Badanie relacji wystêpuj¹cych pomiêdzy zmianami nak³adów czyn-
ników produkcji a zmianami wielkoœci produkcji jest zagadnieniem zasadniczym dla oceny
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i analizy wyników procesu wydobywczego. W miarê dok³adne wyznaczenie tych zale¿noœci
dla poszczególnych czynników zaanga¿owanych w procesie wydobywczym, niezale¿nie od
poziomu ich agregacji (kopalnia, spó³ka górnicza, bran¿a, sekcja przemys³u), pozwala na
obiektywn¹ ocenê dotychczasowej dzia³alnoœci. To z kolei mo¿e stanowiæ podstawê do
podejmowania racjonalnych decyzji okreœlaj¹cych œrodki i sposoby planowania rozmiarów
produkcji, likwidacji niedoci¹gniêæ, lepszego i intensywniejszego wykorzystania zasobów
czynników produkcji i wprowadzania osi¹gniêæ postêpu techniczno-organizacyjnego.

Analiza zasobów czynników produkcji w badaniu ich wp³ywu na efekty produkcyjne nie
wyczerpuje jednak zespo³u parametrów charakteryzuj¹cych procesy produkcyjne. Zazwy-
czaj istniej¹ bowiem przyczyny naturalne (geograficzne, geologiczne lub przyrodnicze),
które uniemo¿liwiaj¹ stosowanie poszczególnych procesów powy¿ej pewnego poziomu
produkcji. Ponadto w analizach krótkookresowych nale¿y uwzglêdniæ spo³eczne ogranicze-
nia procesów produkcyjnych, które wynikaj¹ z ograniczonej iloœci œrodków przeznaczonych
na rozwój danej ga³êzi przemys³u w krótkim okresie.

1. Znaczenie funkcji produkcji w badaniu procesów wydobywczych w górnictwie

Funkcja produkcji mo¿e stanowiæ pewien matematyczny model procesu gospodarczego.
Ujmuje ona zale¿noœæ miêdzy nak³adami pracy ¿ywej, przedmiotów pracy i trwa³ych œrod-
ków pracy a iloœci¹ (lub wartoœci¹) wytworzonego produktu. Analityczne ujêcie zale¿noœci
pomiêdzy czynnikami produkcji a wynikami gospodarczymi ma du¿e znaczenie w badaniu
produktywnoœci czynników produkcji i efektywnoœci procesów gospodarowania. Badanie
tych relacji w obszarze górnictwa wêgla kamiennego ma szczególne znaczenie, przede
wszystkim ze wzglêdu na:

— specyfikê górnictwa, wyra¿aj¹c¹ siê w tym przypadku znacz¹c¹ rol¹ inwestycji, co
wi¹¿e siê z dynamicznie przemieszczaj¹cym siê frontem eksploatacji,

— przeprowadzanym od kilkunastu lat procesem restrukturyzacji, którego celem jest
poprawa efektywnoœci bran¿y.

Najwa¿niejszymi czynnikami wp³ywaj¹cymi na efekty produkcyjne, czyli wielkoœæ lub
wartoœæ produkcji wytworzonej i sprzedanej, s¹ nak³ad ludzkiej pracy i nak³ad kapita³u.
W okresie reformowania górnictwa zmieni³y siê relacje pomiêdzy nak³adami czynników
produkcji a wielkoœci¹ wytworzonej produkcji. Restrukturyzacja w obszarze zatrudnienia
wp³ynê³a na wzrost wydajnoœci pracy, natomiast restrukturyzacja techniczna i przemiany
w³asnoœciowe wp³ywaj¹ na zasób zaanga¿owanego kapita³u, czyli g³ównie na wartoœæ
wykorzystywanego kapita³u trwa³ego (Franik 2005).

Analiza funkcji produkcji jest jedn¹ z metod iloœciowych, umo¿liwiaj¹cych kwanty-
fikacjê zwi¹zków i zale¿noœci wystêpuj¹cych w procesie badania roli czynników produkcji.
Szczególne znaczenie maj¹ te metody w analizie efektywnoœci œrodków trwa³ych, co wy-
nika z samej istoty tych œrodków. Jest to zw³aszcza rezultatem relatywnie d³ugiego czasu
u¿ytkowania tych œrodków, d³ugiego okresu ich tworzenia w procesie inwestycyjnym,
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sposobu oddzia³ywania na proces produkcyjny, sukcesywnego dochodzenia do docelowej
zdolnoœci produkcyjnej oraz d³ugookresowego i systematycznego wprowadzanie rozwi¹zañ
postêpu technicznego i organizacyjnego zwi¹zanego z nowymi lub modernizowanymi
obiektami kopalni. Du¿e znaczenie ma tak¿e wysoki stopieñ ryzyka wi¹¿¹cy siê z inwes-
towaniem w górnictwie.

Ekonometryczna analiza funkcji produkcji mo¿e mieæ na celu:
— uzyskanie informacji, jakie jest miejsce badanego przedsiêbiorstwa na tle innych

przedsiêbiorstw okreœlonej bran¿y przemys³u ze wzglêdu na poziom osi¹gniêtej
efektywnoœci globalnej,

— uzyskanie informacji dotycz¹cej zmian poziomu efektywnoœci œrodków trwa³ych
w porównywalnych okresach, a szczególnie dynamiki tych zmian,

— okreœlenie czynników, które decyduj¹ o poziomie efektywnoœci i skwantyfikowanie
ich oddzia³ywania na proces produkcyjny w celu poprawy tej efektywnoœci,

— odpowiednio zbudowany model ekonometryczny powinien tak¿e umo¿liwiæ stwier-
dzenie w jakim stopniu wzrost produktywnoœci œrodków trwa³ych jest efektem dzia³a-
nia czynników niezale¿nych od przedsiêbiorstwa, a w jakim stopniu jest on wynikiem
zamierzonej dzia³alnoœci przedsiêbiorstwa,

— uzyskanie informacji jaka jest dok³adnoœæ metod ekonometrycznych w porównaniu
z metodami deterministycznymi stosowanymi w analizie przedsiêbiorstwa lub bran¿y
przemys³u.

W odniesieniu do dwuczynnikowej funkcji produkcji zak³ada siê, ¿e w przestrzeni (X1,
X2, Y) istnieje wypuk³a powierzchnia odzwierciedlaj¹ca kres górny stosowanych technik
produkcji. Powierzchnia ta opisywana jest za pomoc¹ funkcji monotonicznej:

Y f(X ,X )1 2� (1)

lub funkcji uwik³anej:

F(X ,X ,Y)1 2 (2)

gdzie:
Y – produkcja,
X1 – nak³ad pracy,
X2 – nak³ad kapita³u.

Przyjmuje siê, ¿e do matematycznej dziedziny tej funkcji nale¿¹ wszystkie punkty
X1, X2 � 0 dla których Y � 0. W odniesieniu do zmiennych niezale¿nych przyjmuje siê, ¿e s¹
one ci¹g³e, a funkcja jest w ca³ym obszarze okreœlonoœci dwukrotnie ró¿niczkowalna.
Za³o¿enie o wypuk³oœci funkcji – wynikaj¹ce z w³asnoœci zbioru technik produkcyjnych –
powoduje, ¿e wyznacznik utworzony z drugich pochodnych tej funkcji i pochodnych
cz¹stkowych przyjmuje wartoœci dodatnie dla X1, X2, Y > 0. Zgodnie z w³asnoœciami zbioru
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technik produkcji (rozumianych tutaj jako ró¿ne kombinacje nak³adu pracy i kapita³u
wydatkowanych dla osi¹gniêcia okreœlonego poziomu produkcji) oraz za³o¿eniami o mono-
tonicznoœci i ró¿niczkowalnoœci funkcji, krzywa wyra¿aj¹ca zale¿noœæ miêdzy Y a X1 przy
sta³ym X2 (lub odwrotnie) jest krzyw¹ wypuk³¹ i z ekonomicznego punktu widzenia obrazuje
malej¹cy produkt krañcowy danego czynnika (Chmiel 1983). W konsekwencji pierwsze
i drugie pochodne funkcji (1) przybieraj¹ wartoœci:
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> 0 (3)

�

�

2

2

Y

X
j

< 0 (j = 1, 2)
(4)

Przy spe³nionym postulacie wypuk³oœci funkcji produkcji izokwanty, czyli linie wyrów-
nanej produkcji, obrazuj¹ce zale¿noœæ funkcyjn¹ miêdzy jednym czynnikiem produkcji
a drugim (przy sta³ym poziomie produkcji) – s¹ równie¿ funkcjami wypuk³ymi, co poci¹ga
za sob¹:
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Tak matematycznie zdefiniowana funkcja produkcji posiada szereg w³asnoœci ekono-
micznych przydatnych w analizie procesów produkcyjnych, zarówno w skali mikro-, jak
i makroekonomicznej.

W badaniu procesów produkcyjnych stosuje siê ró¿ne zmodyfikowane postaci funkcji
produkcji, przy czym najczêœciej spotykan¹ i najbardziej przydatn¹ jest postaæ funkcji
uzupe³niona trzecim czynnikiem, którym jest czas powi¹zany z parametrem strukturalnym
funkcji mierz¹cym wp³yw tzw. „neutralnego” postêpu techniczno-organizacyjnego na efekty
produkcyjne.

2. Aproksymacja parametrów strukturalnych funkcji produkcji

dla bran¿y górnictwa wêgla kamiennego

W celu analizy procesów produkcyjnych w obszarze bran¿y górnictwa wêgla kamien-
nego w Polsce pos³u¿ono siê dwoma modelami funkcji produkcji:
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1. Klasyczn¹, dwuczynnikow¹ funkcj¹ potêgow¹ typ Cobba-Douglasa o matematycznej
postaci (model I):

Yt = �X X
1t

1
2t

2� � �t (7)

gdzie:
Yt – wartoœæ produkcji w okresie t,
X1t – nak³ad pracy ludzkiej w okresie t,
X2t – nak³ad kapita³u w okresie t,
�, �1, �2– parametry strukturalne funkcji produkcji,
�t – sk³adnik losowy.

2. Zmodyfikowan¹ funkcj¹ potêgow¹, uwzglêdniaj¹c¹ czynnik postêpu techniczno-orga-
nizacyjnego o matematycznej postaci (model II):

Yt = �X X
1t

1
2t

2� � e�t�t (8)

gdzie:
t – zmienna czasowa,
� – miernik efektów postêpu techniczno-organizacyjnego (parametr strukturalny

funkcji produkcji).

Obydwa przedstawione wy¿ej modele mo¿na przez logarytmowanie sprowadziæ do
postaci liniowej, a estymatory ich parametrów strukturalnych okreœliæ w wyniku zastoso-
wania metody najmniejszych kwadratów.

Do aproksymacji parametrów strukturalnych funkcji produkcji wykorzystano dane sta-
tystyczne dotycz¹ce przemys³u wêglowego z lat 1995–2004, czyli okresu najbardziej inten-
sywnych przeobra¿eñ dokonywanych w bran¿y. Miar¹ efektu produkcyjnego jest wartoœæ
produkcji sprzedanej, miar¹ nak³adu pracy ludzkiej – ³¹czna wartoœæ wynagrodzeñ brutto
w bran¿y (przeciêtna liczba zatrudnionych razy przeciêtne miesiêczne wynagrodzenie brutto
razy liczba miesiêcy w roku), natomiast wartoœæ brutto œrodków trwa³ych stanowi³a miarê
nak³adu kapita³u. Dane Ÿród³owe u¿yte do okreœlenia parametrów strukturalnych funkcji
produkcji zestawiono w tabeli 1. W tabeli zestawiono nominalne wartoœci produkcji i czyn-
ników produkcji, czyli wielkoœci okreœlone z u¿yciem bie¿¹cych cen i kosztów charakte-
rystycznych dla danego roku. W obliczeniach pos³ugiwano siê realnymi wielkoœciami,
uzyskanymi w wyniku przeliczenia danych z lat wczeœniejszych na warunki (cenowe) roku
2004 po uwzglêdnieniu wskaŸników inflacji.

W wyniku przeprowadzonych obliczeñ uzyskano nastêpuj¹ce wartoœci parametrów struk-
turalnych badanych funkcji produkcji:

— dla modelu I:
– � = 10,99026
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– �1 = 0,783451
– �2 = 0,04761381

tak wiêc po uwzglêdnieniu przytoczonych danych Ÿród³owych i pominiêciu sk³adnika
losowego koñcowa postaæ funkcji produkcji przedstawia siê nastêpuj¹co:

�Yt = 10,990X
1t
0 783, X

2t
0 048, (9)

gdzie:
�Yt – oszacowana na podstawie modelu teoretycznego wartoœæ produkcji w okresie t,

— dla modelu II:
– � = 2,508315
– �1 = 0,99588
– �2 = 0,00412
– � = 0,00328

Koñcowa postaæ zmodyfikowanej funkcji produkcji (po pominiêciu sk³adnika losowego)
przedstawia siê wiêc nastêpuj¹co:

�Yt = 2,508X
1t
0 996, X

2t
0 004, e0,003t (10)
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TABELA 1

Nominalna i realna wartoœæ produkcji sprzedanej oraz pracy ludzkiej i kapita³u

TABLE 1

The nominal and real value of the sold production and human labour and capital

Lata
Wartoœci nominalne [mln z³] Wartoœci realne [mln z³]

Yt X1t X2t Yt X1t X2t

1995 12 563,9 4 641,9 12 189,8 23 905,8 8 832,5 23 194,0

1996 14 923,0 5 547,4 27 447,0 25 217,2 9 374,2 46 380,5

1997 17 214,8 6 119,6 26 903,0 24 948,5 8 868,8 38 989,1

1998 15 630,8 6 491,9 24 670,1 20 593,5 8 553,1 32 502,8

1999 15 049,1 7 053,9 23 244,1 19 343,5 9 066,8 29 877,1

2000 15 502,5 6 473,1 21 907,6 18 365,3 7 668,4 25 953,2

2001 16 376,9 6 519,4 23 531,1 17 685,6 7 040,4 25 411,6

2002 16 171,4 6 552,2 23 527,3 16 808,2 6 810,3 24 453,8

2003 15 094,8 6 005,9 18 239,0 15 366,5 6 114,0 18 567,3

2004 20 556,1 6 490,7 19 152,8 20 556,1 6 490,7 19 152,8

�ród³o: Opracowanie w³asne (na podstawie Rocznik... 1996–2005)



Miar¹ jakoœci aproksymowanego modelu funkcji produkcji jest wspó³czynnik zgod-
noœci 	2 obliczany wed³ug wzoru:

	2 =

(Y Y )

(Y Y)

t t
2

t 1

n

t
2

t 1

n







�

�

�

�

�

(11)

gdzie:
Y – wartoœæ œrednia,
n – liczba lat.

Wartoœæ wspó³czynnika zgodnoœci powinna zawieraæ siê w przedziale (0,1), a im ni¿szy
jego poziom, tym lepiej oszacowany model opisuje badany proces ekonomiczny. W anali-
zowanym przypadku wartoœæ wspó³czynnika zgodnoœci wynosi 0,3814 dla modelu I funkcji
produkcji, natomiast dla modelu II – 0,4024. Wartoœci tych wspó³czynników s¹ w tym
przypadku stosunkowo wysokie, co sprawia, ¿e przedstawione funkcje odzwierciedlaj¹
badane zjawisko jedynie w stopniu dostatecznym. Podstawowe dane dla obliczenia tych
wspó³czynników oraz wartoœci sk³adnika losowego zamieszczono w tabelach 2 i 3.
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TABELA 2

Dane do obliczenia wspó³czynnika zgodnoœci w modelu I oraz wielkoœæ sk³adnika losowego

TABLE 2

The data to calculation the coefficient of agreement in model I and the size of random component

Lata
Wyszczególnienie

Yt
�Yt (Yt – �Yt)2 (Yt – Y)2 �t

1995 23 905,8 21 898,7 4 028 177,8 13 153 547,8 2 007,0

1996 25 217,2 23 713,9 2 259 735,3 24 385 470,9 1 503,2

1997 24 948,5 22 519,4 5 900 392,3 21 803 749,4 2 429,0

1998 20 593,5 21 700,0 1 224 382,5 98 905,1 –1 106,5

1999 19 343,5 22 623,7 10 760 003,7 875 130,3 –3 280,2

2000 18 365,3 19 708,8 1 805 061,3 3 662 436,3 –1 343,5

2001 17 685,6 18 414,1 530 707,63 6 725 645,2 –728,4

2002 16 808,2 17 908,0 1 209 648,0 12 046 639,1 –1 099,8

2003 15 366,5 16 242,6 767 703,7 24 132 831,7 –876,1

2004 20 556,1 17 046,7 12 315 438,3 76 770,9 3 509,3

Suma 202 790,2 201 776,4 40 801 251,0 106 961 127,2 1 013,9

�ród³o: Opracowanie w³asne
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TABELA 3

Dane do obliczenia wspó³czynnika zgodnoœci w modelu II oraz wielkoœæ sk³adnika losowego

TABLE 3

The data to calculation the coefficient of agreement in model II and the size of random component

Lata
Wyszczególnienie

Yt
�Yt (Yt – �Yt)2 (Yt – Y)2 �t

1995 23 905,8 22 315,9 2 527 657,0 13 153 547,8 1 589,9

1996 25 217,2 23 824,6 1 939 250,8 24 385 471,0 1 392,6

1997 24 948,5 22 603,2 5 500 352,1 21 803 749,5 2 345,3

1998 20 593,5 21 857,0 1 596 423,6 98 905,2 –1 263,5

1999 19 343,5 23 232,3 15 122 709,2 875 130,3 –3 888,8

2000 18 365,3 19 716,0 1 824 417,1 3 662 436,3 –1 350,7

2001 17 685,6 18 165,6 230 363,6 6 725 645,2 –480,0

2002 16 808,2 17 629,1 673 907,0 12 046 639,2 –820,9

2003 15 366,5 15 867,8 251 314,3 24 132 831,7 –501,3

2004 20 556,1 16 898,8 13 376 073,3 76 771,0 3 657,3

Suma 202 790,2 202 110,4 43 042 467,9 106 961 127,2 679,9

�ród³o: Opracowanie w³asne

Rys. 1. Rzeczywista i oszacowana na podstawie funkcji produkcji wartoœæ produkcji w latach 1995–2004

Fig. 1. The real and estimated on basis function of production value of production in years 1995–2004



Sk³adnik losowy stanowi ró¿nicê miêdzy rzeczywist¹ wartoœci¹ produkcji uzyskan¹
w danym roku a wartoœci¹ produkcji oszacowan¹ na podstawie modelu teoretycznego.
Poziom sk³adnika losowego powinien byæ jak najmniejszy, gdy¿ œwiadczy on o tym, w jakim
stopniu badane zjawisko nie jest wyjaœnione przez model teoretyczny.

W przypadku modelu I wartoœæ bezwzglêdna sk³adnika losowego zawiera siê w prze-
dziale od 728 mln z³ do 3509 mln z³, co stanowi od ponad 4% do oko³o 17% rzeczywistej
wartoœci produkcji. W przypadku modelu II wartoœæ bezwzglêdna sk³adnika losowego
zawiera siê w przedziale od 480 mln z³ do 3889 mln z³, co stanowi od 2,7% do ponad 20%
rzeczywistej wartoœci produkcji.

Najmniejsze ró¿nice pomiêdzy rzeczywist¹ i „teoretyczn¹” wartoœci¹ produkcji wystê-
puj¹ w latach 2001 i 2003, natomiast najwiêksze – w latach 1999 i 2004 (w roku 2004
obserwujemy wzrost wartoœci produkcji spowodowany wzrostem œrednich cen wêgla).

Na rysunku 1 przedstawiono kszta³towanie siê w badanym okresie rzeczywistej wartoœæ
produkcji wytworzonej przez bran¿ê górnictwa wêgla kamiennego oraz wartoœci produkcji
oszacowanej na podstawie aproksymowanych modeli funkcji produkcji.

3. Wp³yw czynników produkcji na produktywnoœæ górnictwa wêgla kamiennego

Jedn¹ z wa¿niejszych w³asnoœci funkcji produkcji przedstawionej w postaci potêgowej
jest fakt, ¿e wspó³czynniki elastycznoœci produkcji wzglêdem nak³adów czynników s¹
równe wyk³adnikom potêgowym danego czynnika. Tak wiêc elastycznoœæ produkcji wzglê-
dem nak³adu pracy ludzkiej w przypadku modelu I funkcji wynosi 0,783, a w przypadku
modelu II – 0,996. Elastycznoœæ produkcji wzglêdem nak³adu kapita³u (w analizowanym
przypadku – wartoœci brutto œrodków trwa³ych) wynosi odpowiednio 0,048 i 0,004.

Oznacza to znacznie wiêkszy wp³yw czynnika pracy ludzkiej na osi¹gane w bran¿y
efekty produkcyjne ni¿ zaanga¿owanego kapita³u. W przypadku modelu I funkcji produkcji
zwiêkszenie nak³adu pracy o 1% spowoduje wzrost wartoœci produkcji o 0,78%, natomiast
wzrost nak³adu kapita³u o 1% spowoduje wzrost wartoœci produkcji zaledwie o niespe³na
0,05% – w obu przypadkach – przy niezmienionym nak³adzie drugiego czynnika.

W modelu II funkcji produkcji, jakkolwiek relacje miêdzy znaczeniem pracy i kapita³u
w osi¹ganiu efektów produkcyjnych s¹ podobne, to jednak wartoœci wspó³czynników elas-
tycznoœci nale¿y interpretowaæ ostro¿nie, gdy¿ konstrukcja matematyczna tego modelu
z za³o¿enia przyjmuje tzw. sta³¹ skalê produkcji, czyli tak¹ sytuacjê, gdy suma wspó³-
czynników elastycznoœci jest równa 1. Za³o¿enie to oznacza, ¿e wszelkie zmiany stosunku
miêdzy maj¹tkiem i zatrudnieniem oddzia³uj¹ proporcjonalnie na uzyskane efekty, czyli ¿e
produkcja wzrasta w tym samym stopniu co nak³ady czynników produkcji.

Oznacza to wzrost ekstensywny. Wydaje siê, ¿e za³o¿enie to nie jest ca³kiem w³aœ-
ciwe, poniewa¿ przyjmuje a priori proporcje dotycz¹ce efektywnoœci ponoszonych na-
k³adów, a tym samym ogranicza wartoœæ poznawcz¹ funkcji produkcji przedstawionej
w tej postaci.
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W modelu I wspó³czynnik skali produkcji r wynosi:

r = �1 + �2 = 0,783 + 0,048 = 0,831 < 1 (12)

Wartoœæ wspó³czynnika r mniejsza od jednoœci oznacza, ¿e produkcja wzrasta wolniej
ni¿ nak³ady czynników produkcji, co jest symptomem ekstensywnego rozwoju. Wartoœæ
wspó³czynnika skali produkcji dla bran¿y jest jednak stosunkowo wysoka, co œwiadczy
o w³aœciwym wykorzystaniu u¿ytych czynników produkcji.

Zalet¹ zmodyfikowanej postaci funkcji produkcji jest ujêcie trzeciego czynnika, w przy-
padku którego powi¹zany z nim parametr strukturalny � jest miar¹ tzw. neutralnego postêpu
techniczno-organizacyjnego. Pojêcie „neutralny postêp” oznacza w tym przypadku nieza-
le¿ny od nak³adu pozosta³ych czynników, czyli pracy i kapita³u. Jeœli w dwóch nastêpu-
j¹cych po sobie okresach t i t + 1 nak³ady pracy i kapita³u pozostawa³y na sta³ym poziomie
a produkcja (P) w tym okresie wzros³a, to stopa wzrostu wyniesie:

P

P
et 1

t

� � � (13)

Wyra¿enie (e� – 1)100 okreœla zatem œrednie tempo przyrostu produkcji bêd¹ce efektem
zmian postêpu techniczno-organizacyjnego.

Przeciêtny wp³yw czynnika postêpu techniczno-organizacyjnego w badanym okresie na
osi¹gan¹ wartoœæ produkcji jest zatem bardzo niski, gdy¿ wynosi niewiele ponad 0,3%.
Potwierdza to poœrednio opiniê o s³abym wyposa¿eniu technicznym kopalñ i koniecznoœci
zintensyfikowania procesów inwestycyjnych w górnictwie. Pamiêtaæ jednak nale¿y, ¿e
w zmodyfikowanej funkcji produkcji za³o¿enie dotycz¹ce sta³ej skali produkcji powoduje,
¿e rezygnuje siê z mo¿liwoœci substytucji czynników produkcji, poniewa¿ parametr struk-
turalny „�” uwzglêdnia tak¿e parametry �1 i �2. Przy zachowaniu warunku �1 + �2 = 1,
prowadzi to w konsekwencji do autonomicznoœci parametru �, pomimo ¿e jest on fak-
tycznie zale¿ny od zmiennych X1 i X2 .

Teoretyczne mo¿liwoœci substytucji jednego czynnika produkcji drugim, przy za³o¿eniu
sta³ego poziomu produkcji, odzwierciedla równanie izokwanty. Dla dwuczynnikowej funk-
cji produkcji (7) ma ono postaæ:

X f(X )
Y

X2 1
0

1� �


�
�

�

�
�




�

�
�

�

1

2

1

2
(14)

gdzie:
Y0 – za³o¿ona sta³a wartoœæ produkcji.

Na rysunku 2 przedstawiono kszta³towanie siê krzywych substytucji dla trzech za³o¿o-
nych poziomów wartoœci produkcji, tj. odpowiednio: 18 000, 20 000 i 22 000 mln z³.

86



Krañcow¹ stopê substytucji jednego czynnika drugim przedstawiono na rysunku 3.
W przypadku bran¿y górnictwa wêgla kamiennego wartoœci krañcowej stopy substytucji s¹
bardzo wysokie i w zasadzie tylko nieznacznie siê zmieniaj¹ w analizowanym okresie.
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Rys. 2. Krzywe substytucji

Fig. 2. The substitution lines

Rys. 3. Kszta³towanie siê krañcowej stopy substytucji

Fig. 3. The trend of marginal rate of substitution



Produktywnoœæ danego czynnika produkcji okreœla siê jako stosunek wartoœci produkcji
do nak³adów tego czynnika. W analizowanym przypadku wszystkie te kategorie ekono-
miczne s¹ ujmowane wartoœciowo. Produktywnoœæ krañcowa jest okreœlona jako pochodna
cz¹stkowa efektu produkcyjnego do nak³adu danego czynnika produkcji. Oznacza to, ¿e
produktywnoœæ krañcow¹ nak³adu pracy dla dwuczynnikowej funkcji produkcji mo¿na
okreœliæ z zale¿noœci:

�
�

Y

X1
= ��1X

1
11� 
 X

2
2� =

�1Y

X1

(15)

Natomiast produktywnoœæ krañcow¹ kapita³u z zale¿noœci:

�
�

Y

X2
= ��2X

1
1� X

2
12� 
 =

� 2 Y

X2

(16)

W tabeli 4 zamieszczono obliczone wielkoœci wskaŸników produktywnoœci i produk-
tywnoœci krañcowej badanych czynników produkcji w rozpatrywanym przedziale czasu.

Jak wynika z zamieszczonych w tabeli 4 wielkoœci, w badanym okresie produktywnoœæ
pracy ludzkiej wzros³a o oko³o 17%, podczas gdy produktywnoœæ œrodków trwa³ych wzros³a
jedynie o oko³o 4%. Podobne relacje dotycz¹ tak¿e wskaŸników produktywnoœci krañcowej.
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TABELA 4

WskaŸniki produktywnoœæ œrodków trwa³ych i pracy ludzkiej

TABLE 4

The coefficients of the productiveness of the assets and human work

Lata
Produktywnoœæ Produktywnoœæ krañcowa

nak³adu pracy œrodków trwa³ych nak³adu pracy œrodków trwa³ych

1995 2,707 1,031 2,120 0,049

1996 2,690 0,544 2,108 0,026

1997 2,813 0,640 2,204 0,030

1998 2,408 0,634 1,886 0,030

1999 2,133 0,647 1,671 0,031

2000 2,395 0,708 1,876 0,034

2001 2,512 0,696 1,968 0,033

2002 2,468 0,687 1,934 0,033

2003 2,513 0,828 1,969 0,039

2004 3,167 1,073 2,481 0,051

�ród³o: Opracowanie w³asne



WskaŸnik produktywnoœci œrodków trwa³ych po wyraŸnym spadku w roku 1996 do
najni¿szego poziomu – w okresie zintensyfikowania przemian restrukturyzacyjnych wyka-
zuje tendencjê do nieznacznego wzrostu do 2002 roku i znaczny wzrost od tego roku
(o 60% w ci¹gu trzech lat).

Na rysunku 4 przedstawiono zmiany kszta³towania siê wskaŸników produktywnoœci
i produktywnoœci krañcowej œrodków trwa³ych w analizowanym okresie dla bran¿y wêgla
kamiennego.

W rozpatrywanym czasie, w wyniku restrukturyzacji zatrudnienia, przeciêtne zatrudnie-
nie w górnictwie wêgla kamiennego obni¿y³o siê o ponad 145 tys. osób (z poziomu 279,7 tys.
w roku 1995 do 133,8 tys. w roku 2004). Spadek zatrudnienia wp³yn¹³ na wzrost przeciêtnej
wydajnoœæ pracy, która w tym okresie zwiêkszy³a siê niemal o 60%.

Dynamika wzrostu wskaŸnika produktywnoœci pracy, jakkolwiek znacz¹ca, nie jest jednak
tak du¿a jak dynamika wzrostu wskaŸnika przeciêtnej wydajnoœci pracy. Powodem tego jest
u¿ycie do obliczenia nak³adu pracy ludzkiej bie¿¹cych (nominalnych) wynagrodzeñ brutto, a te
w badanym okresie wzrasta³y w górnictwie w tempie wy¿szym ni¿ wskaŸniki inflacji.

Uwzglêdniaj¹c zmniejszenie siê liczby zak³adów górniczych, wzglêdne zmniejszenie siê
nak³adu pracy w wyniku spadku zatrudnienia nie zosta³o zrekompensowane wzrostem na-
k³adu kapita³u. Procesy restrukturyzacyjne w znacznym stopniu ograniczy³y front inwesty-
cyjny w górnictwie. Wielkoœæ rocznych nak³adów inwestycyjnych w ujêciu nominalnym
wzros³a w analizowanym dziesiêcioleciu z 1133 mln z³ w roku 1995 do 1659 mln z³ w roku
2004, ale w ujêciu realnym nast¹pi³ ich spadek, szczególnie od roku 2002. Wiêkszoœæ
wydatkowanych œrodków przeznaczano na wymianê maszyn i urz¹dzeñ, szczególnie maszyn
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Rys. 4. Kszta³towanie siê produktywnoœci i produktywnoœci krañcowej œrodków trwa³ych brutto

Fig. 4. The trend of productiveness and marginal productiveness of the gross assets



przeznaczonych do eksploatacji z³o¿a. Do utrzymania obecnego poziomu produkcji niez-
bêdne jest przeznaczenie znacznych œrodków inwestycyjnych na udostêpnienie i przygoto-
wanie nowych poziomów i pól eksploatacyjnych.

Podsumowanie

Analiza procesów produkcyjnych z wykorzystaniem funkcji produkcji ma du¿e znacze-
nie, zw³aszcza w badaniu wiêkszych organizmów gospodarczych, takich jak grupa kopalñ
czy okreœlona bran¿a przemys³u. W okresie restrukturyzacji kopalñ nastêpuj¹ zasadnicze
zmiany relacji miêdzy podstawowymi kategoriami ekonomicznymi, takimi jak produkcja
i nak³ady czynników niezbêdnych do jej uzyskania. Kategorie te mog¹ byæ ró¿nie okreœlane
i ró¿nie wykorzystywane w analizie procesów produkcyjnych. W odniesieniu do pojedyn-
czych podmiotów gospodarczych wygodniej jest ujmowaæ je w kategoriach iloœciowych (np.
wielkoœæ produkcji, poziom zatrudnienia, czas przepracowany, liczba maszyn), w przypadku
wiêkszych jednostek gospodarczych niezbêdne staje siê ujêcie wartoœciowe.

Okreœlenia parametrów strukturalnych funkcji produkcji dokonuje siê za pomoc¹ metod
ekonometrycznych na podstawie danych statystycznych odpowiednio przetworzonych, tak
aby skonstruowany model odzwierciedla³ w sposób w³aœciwy badany proces ekonomiczny.

Model taki nie jest pozbawiony wad typowych dla modeli statystycznych (np. ko-
niecznoœæ ponownego obliczenia parametrów strukturalnych w przypadku zmiany danych
statystycznych, odzwierciedlanie zjawiska ekonomicznego jedynie z pewnym przybli¿eniem
itp.), ale jednoczeœnie umo¿liwia uzyskanie wielu cennych informacji o poziomie wspó³-
czynników elastycznoœci czynników produkcji, ich produktywnoœci oraz produktywnoœci
krañcowej, teoretycznych mo¿liwoœciach wymiany okreœlonej iloœci jednego czynnika dru-
gim, okreœlenie krañcowej stopy substytucji oraz wp³ywu postêpu techniczno-organiza-
cyjnego na osi¹gany poziom produkcji.

Model taki mo¿e byæ równie¿ wykorzystany w pewnym zakresie do okreœlania prognozy
odnoœnie do kszta³towania siê w przysz³oœci produkcji przy zmianie nak³adu pracy i kapita³u
lub oceny zapotrzebowania na pracê lub kapita³ przy okreœlonym poziomie produkcji.

Podstawowym problemem w analizie procesu produkcyjnego z u¿yciem funkcji produk-
cji jest dok³adnoœæ wykorzystywanych danych statystycznych. W dotychczasowej praktyce
przedsiêbiorstw nie uwzglêdnia siê w dostatecznym stopniu analizy danych o wykorzy-
staniu czynników produkcji. W warunkach reformy gospodarczej powinno siê doskonaliæ
metody analizy wykorzystania czynników produkcji w powi¹zaniu z ocen¹ wyników pro-
dukcyjnych i finansowych. Dotyczy to szczególnie œrodków trwa³ych, które stanowi¹ pod-
stawowy sk³adnik aktywów kopalñ, a których zasób stosunkowo trudno zwiêkszyæ ze
wzglêdu na ograniczony dostêp do kapita³u inwestycyjnego, wysok¹ kapita³och³onnoœæ
produkcji górniczej oraz wysokie ryzyko zwi¹zane z realizacj¹ inwestycji w górnictwie.

Praca naukowa finansowana ze œrodków na naukê w latach 2006–2009 jako projekt badawczy nr 4 T12A 064 30
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TADEUSZ FRANIK

THE ANALYSIS OF PRODUCTIVENESS OF BRANCH OF MINING HARD COAL IN POLAND

WITH USING THE FUNCTION OF PRODUCTION

K e y w o r d s

Mining industry, mining of the hard coal, function of production, the productiveness of mining

A b s t r a c t

In article the structural parameters of function of production for branch of mining of hard coal in Poland was
estimated. In result of reform carried out in mining the reports change between expenditures factors of production
such the labour and capital and the got productive effects. The function of production permits to study elasticity of
factors of production, possibility of their substitution, productiveness and marginal productiveness of human
labour and engaged capital, influence of factor of the technical and organizational progress on the production and,
in sure range, to define in future the demand on analysed factors of production in case of change of size production
or conditions the utilization of factors also, particularly the capital, that is the range of investing in mining.
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