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Aktualne tendencje w opisie i modelowaniu matematycznym
procesów przeróbki materia³ów uziarnionych

Wprowadzenie

We wszystkich naukach technicznych d¹¿y siê do sformalizowania opisu wystêpuj¹cych
w nich procesów – w tym tak¿e technologicznych – za pomoc¹ praw nimi rz¹dz¹cych, co
prowadzi do tworzenia i wykorzystywania modeli matematycznych. Nie ulega w¹tpliwoœci,
¿e metody i techniki iloœciowego modelowania s¹ zagadnieniami podstawowymi, pozwa-
laj¹cymi na dok³adne rozpoznanie procesów, a tak¿e na ich rozwijanie; dotyczy to tak¿e
in¿ynierii procesowej i in¿ynierii mineralnej. Modelowanie w przeróbce surowców mine-
ralnych jest utrudnione ze wzglêdu na z³o¿onoœæ operacji jednostkowych, przy czym g³ówn¹
trudnoœci¹ jest fakt, ¿e przerabiany materia³ jest zbiorem ró¿nych ziaren surowca. Wiele
konwencjonalnych metod i technik modelowania matematycznego ma ograniczone zasto-
sowania w odniesieniu do uk³adów przeróbki surowców mineralnych, a uzyskiwane modele
maj¹ specjalne cechy i ograniczenia. D¹¿y siê jednak do stosowania podstawowych praw
nauk œcis³ych, czyli prawa zachowania masy i energii, równañ termodynamicznych, kinetyki
reakcji oraz transportu masy i ciep³a. Takie podejœcie nazywane jest podejœciem heurys-
tycznym, a modele – modelami heurystycznymi. Je¿eli uzyskuje siê modele na drodze
prowadzonych obserwacji wielkoœci wejœciowych i wyjœciowych procesu (metoda black

box) nazywamy je modelami fenomenologicznymi. Bardzo czêsto stosuje siê metodê ³¹cze-
nia obu wymienionych sposobów modelowania, czyli metodê grey box. Podrêcznikowe
i najbardziej ogólne podejœcie do modeli heurystycznych przedstawi³ King (2001).
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Masowe zastosowanie komputerów doprowadzi³o do tego, ¿e klasyczne zadania projek-
towania i poszukiwanie optymalnych warunków w dowolnej dziedzinie techniki sta³y siê
zadaniami z zakresu informatyki i odpowiednich procedur obliczeniowych (algorytmów).
W ostatnich dziesiêcioleciach narasta³o zainteresowanie algorytmami, które w pewien spo-
sób naœladowa³y procesy wystêpuj¹ce w naturze. Takimi procedurami s¹: programowanie
ewolucyjne, algorytmy genetyczne, strategie ewolucyjne, systemy klasyfikuj¹ce i sieci
neuronowe. Wiele z tych metod (procedur) zastosowano do analizy procesów przeróbczych
(Fuerstenau, Han 2003; Gupta, Yan 2006; Wills, Napier-Munn 2006).

Stosowanie heurystycznych modeli matematycznych procesów przeróbczych musi byæ
skojarzone z doborem wartoœci parametrów wystêpuj¹cych we wzorach, które zale¿¹ od
konkretnych warunków charakteryzuj¹cych proces bêd¹cy przedmiotem zainteresowania.
Estymacja parametrów musi byæ prowadzona metodami statystycznymi i dok³adnoœæ esty-
macji staje siê bardzo istotnym zagadnieniem. W wielu przypadkach wskazane jest stoso-
wanie nieklasycznych (niestandardowych) metod statystycznych, polegaj¹cych na odejœciu
od procedur zwi¹zanych z za³o¿eniami metod klasycznych, które ograniczaj¹ ich zasto-
sowania.

Materia³ ziarnisty, który jest poddawany procesom przeróbczym ma wiele cech, decydu-
j¹cych o jego podatnoœci na okreœlony sposób wzbogacania lub rozdzia³u. Takimi cechami
s¹: zawartoœci sk³adników i stopnie ich uwolnienia, wielkoœci ziaren, gêstoœci ziaren, w³aœ-
ciwoœci fizykochemiczne oraz inne w³aœciwoœci geometryczne (np. kszta³t) i fizyczne.
Podatnoœæ materia³u na okreœlony sposób rozdzia³u powinna wiêc byæ charakteryzowana za
pomoc¹ analizy rozk³adów wielowymiarowego wektora cech. Zmiana charakteru rozk³adu
tego wektora w trakcie procesów przygotowania nadawy do wzbogacania decyduje o wy-
nikach przebiegu procesów (pracy zak³adu przeróbczego). Analizy rozk³adów wielowy-
miarowych s¹ utrudnione i dlatego rzadko stosowane.

Omówimy teraz kolejno wymienione wy¿ej problemy modelowania procesów przeróbki
surowców mineralnych.

1. Symulacja i optymalizacja pracy procesów przeróbczych

Zadanie maksymalnego wykorzystania techniki komputerowej w analizie procesów
przeróbczych i ich uk³adów sprowadza siê do symulacji ich przebiegów, optymalizacji
skutków dzia³ania oraz przedstawienia za³o¿eñ projektowych dla urz¹dzeñ i ich zesta-
wów. Podstaw¹ realizacji tak postawionego zadania s¹ odpowiednie modele matematyczne
procesów.

Stosowanymi technikami optymalizacyjnymi s¹:
— zmodyfikowana metoda kompleksowa,
— metoda poszukiwania losowego (Monte Carlo),
— programowanie liniowe,
— procedury numeracyjne i kombinatoryczne,
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— poszukiwanie bezpoœrednie,
— teoria potencja³u ³añcuchów Markowa,
— metoda dekompozycji.
Ka¿da z tych technik posiada jakieœ mankamenty. Zmodyfikowana metoda kompleksowa

jest bardzo wra¿liwa na przyjête wstêpnie wartoœci zmiennych decyzyjnych, a metoda
poszukiwania losowego bardzo wolno dochodzi do rozwi¹zania optymalnego. Progra-
mowanie liniowe zak³ada liniowoœæ funkcji celu i ograniczeñ. Procedury numeracyjne
i kombinatoryczne – stosowane do poszukiwania optymalnego uk³adu – nie zawsze odpo-
wiednio generuj¹ rozwi¹zanie optymalne. Wyniki metody poszukiwania bezpoœredniego dla
flotacji s¹ bardzo zale¿ne od ¿¹danego poziomu uzysku i zawartoœci w koncentracie. Teoria
potencja³u ³añcuchów Markowa zak³ada, ¿e ¿¹dany poziom uzysku koncentratu o danej
zawartoœci jest niezale¿ny od zmian przep³ywu (masy) w urz¹dzeniu (maszynie). Metodê
dekompozycji zastosowano, uwzglêdniaj¹c empiryczne metody projektowania i zasady
praktyczne w celu generowania wartoœci pocz¹tkowych zmiennych (punkt startu), a tak¿e
macierzy przejœæ (w celu poprawy wartoœci funkcji celu) (Schena i in. 1997).

Bardzo szeroko rozpowszechnionym w badaniach przeróbczych sposobem optymalizacji
jest metoda algorytmów genetycznych, które rozwi¹zuj¹ wiele, zdecydowanie nieliniowych
problemów i s¹ wzglêdnie ³atwe w zastosowaniach. Literatura dotycz¹ca zastosowania
algorytmów genetycznych jest bardzo bogata i ró¿norodna (Svedensten, Evertsson 2005;
Goldberg 1998).

Zasada dzia³ania algorytmów genetycznych oparta jest na zaobserwowanych w naturze
procesach rz¹dz¹cych naturaln¹ ewolucj¹ organizmów ¿ywych. Ogólnie metody te okreœlane
s¹ jako obliczenia ewolucyjne (Evolutionary Computation). Pocz¹tkowo rozwija³y siê one
w kilku oœrodkach naukowych niezale¿nie, prowadz¹c do powstania kilku podejœæ. Obecnie
przyjmuje siê, ¿e dziel¹ siê one na algorytmy genetyczne, programowanie ewolucyjne,
strategie ewolucyjne oraz programowanie genetyczne. Powstaj¹ równie¿ algorytmy ³¹cz¹ce
cechy kilku wymienionych metod. Nale¿y równie¿ wspomnieæ, ¿e znanych jest kilkaset
operatorów krzy¿owania oraz mutacji, co daje ogromne mo¿liwoœci eksperymentowania
przy tworzeniu systemów opartych na obliczeniach ewolucyjnych. Przyk³adami zastosowañ
algorytmów genetycznych s¹ problemy zwi¹zane z podstawowym dla przeróbki prawem
zachowania masy, zapisywanym w ró¿nych postaciach. Jedn¹ z nich jest równanie ca³kowe
Fredholma (Tumidajski 1997), którego uszczegó³owienie mo¿e byæ sprowadzone do prob-
lemu okreœlenia sk³adowych mieszaniny rozk³adów zmiennych losowych.

Idea g³ówna algorytmów genetycznych oparta jest na zasadach procesu ewolucji orga-
nizmów ¿ywych. W procesie tym rodzice przekazuj¹ nastêpnemu pokoleniu informacjê
genetyczn¹ (w pewnych losowych przypadkach nieco zmutowan¹). Przetrwanie osobników
i w konsekwencji zdolnoœci rozrodcze gwarantuj¹ odpowiedni¹ jakoœæ materia³u gene-
tycznego, która zapewnia d¹¿enie populacji do wypracowania najlepszych cech przystoso-
wawczych do ¿ycia w okreœlonym ekosystemie. Poszukiwanie rozwi¹zania problemu opty-
malizacyjnego polega wiêc na przekszta³caniu pocz¹tkowej populacji osobników w celu
uzyskania kolejnej, z³o¿onej z osobników, dla których wartoœæ funkcji przystosowania jest
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bli¿sza optimum. Przekszta³cenie to dokonuje siê poprzez operacje krzy¿owania, mutacji
oraz selekcji dzia³aj¹cych na wzór wspomnianych wczeœniej procesów biologicznych (Gold-
berg 1998; Michalewicz 2003).

Jako przyk³ad zastosowania obliczeñ ewolucyjnych omówimy problem optymalizacji
pracy kruszarki. Modelowanie matematyczne pracy kruszarek prowadzone jest ró¿nymi
metodami, miêdzy innymi na podstawie macierzowych modeli rozdrabniania, które za-
wieraj¹ wiele specyficznych ograniczeñ i analiz zachowania siê ziaren w komorze roboczej
kruszarek (Lynch 1997). W pracy (Gawenda 2004) przyjêto uproszczon¹ metodê okreœlenia
modelu, pozwalaj¹cego prognozowaæ przebieg krzywych sk³adu ziarnowego produktu roz-
drabniania. Zgodnie z powszechnym potwierdzeniem faktu, ¿e krzywe sk³adu ziarnowego
produktu rozdrabniania w kruszarkach mo¿na opisaæ cenzurowanymi charakterystykami
funkcyjnymi rozk³adu Weibulla (Rosina-Rammlera) (Cardu i in. 1993) mo¿emy zapisaæ
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gdzie:
�(d) – dystrybuanta wielkoœæ ziarna produktu,
dmax – maksymalna wielkoœæ ziarna,
c, n – parametry zale¿ne od charakterystyk kruszarki.

W celu wyznaczenia zale¿noœci pomiêdzy wielkoœciami opisuj¹cymi kruszarkê szczê-
kow¹ (szerokoœci¹ szczeliny e, skokiem szczêki ruchomej s, prêdkoœci¹ obrotow¹ wa³u
czêstotliwoœci¹ drgañ szczêki p) oraz parametrem opisuj¹cym zwiêz³oœæ nadawy (wspó³-
czynnik Protodiakonowa) a parametrami wzoru wykonano eksperyment czynny dla piêciu
materia³ów. Dla ka¿dej operacji kruszenia w eksperymencie wyznaczono równanie krzywej
sk³adu ziarnowego produktu, a wartoœci parametrów wzorów skorelowano z warunkami
doœwiadczeñ. Uzyskano zadowalaj¹ce wyniki dla przybli¿eñ liniowych funkcji c f e s p� 1 ( , , ),
d f e s pmax ( , , )� 2 oraz n f e s p� 3 ( , , ). £¹cz¹c uzyskany w ten sposób model kruszarki
szczêkowej z okreœleniem jej wydajnoœci

Q e s slp� 
75 2( ) �� (2)

gdzie:
l – d³ugoœæ komory roboczej kruszarki [m],
� – wspó³czynnik zape³nienia (0,25–0,75),
� – gêstoœæ rozdrabnianego materia³u [Mg/m3],

uzyskuje siê podstawowe wzory do prowadzenia symulacji pracy kruszarki.
Konstruuj¹c konkretny matematyczny model rozdrabniania w kruszarce przyjêto,

¿e na wyjœciu z kruszarki otrzymujemy rozdrobniony produkt podzielony na 4 klasy.
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Klasa produktu zale¿y od wielkoœci otrzymanego ziarna. Cena produktu zale¿y od jego
klasy.

Rozwi¹zanie problemu sprowadza siê do wyznaczenia ustawieñ urz¹dzenia:
— e – szerokoœæ szczeliny wylotowej [m],
— s – skok szczeliny ruchomej [m],
— p – liczba obrotów wa³u g³ównego [obr/min],

przy ograniczeniach:
— ed mm  e  eg mm
— sd mm  s  sg mm
— pd obr/min  p  pg obr/min

w ten sposób, aby wyra¿enie (kryterium oceny)
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przyjê³o jak najwiêksz¹ wartoœæ, gdzie:
Ch – cena wyrobu klasy h,

Ktona – koszt zmienny na tonê,
Kgodzina – koszt zmienny na godzinê,
Kpocz – koszt pocz¹tkowy,
Q – wydajnoœæ jednostki (wzór (2)),
�h – mno¿nik,
�h – wychód produktu h-tej klasy ze wzoru (1).

Opieraj¹c siê na opisanym wy¿ej modelu matematycznym skonstruowano algorytm,
znajduj¹cy optymalne parametry ustawieñ urz¹dzenia. Przyjêto, ¿e populacja P = {x1, x2,
…, xn}, n = 1, …, N, standardowo sk³ada siê z 1000 osobników. Ka¿dy osobnik reprezentuje
rozwi¹zanie, czyli zawiera trzy wartoœci rzeczywiste reprezentuj¹ce ustawienia urz¹dzenia,
czyli x e s pi i i i� ( , , ), i = 1, …, 1000,

gdzie:
ei – szerokoœæ szczeliny wylotowej [m],
si – skok szczeliny ruchomej [m],
pi – iloœæ obrotów wa³u g³ównego [obr/min].
Osobniki te poddawane s¹ operatorom krzy¿owania, mutacji oraz selekcji.
Zadaniem selekcji jest wybór z danej populacji osobników najlepiej przystosowanych

w sensie za³o¿onego kryterium.
Schematycznie dzia³anie ca³ego algorytmu bêdzie podobne do opisanego wczeœniej,

mianowicie:
— wygenerowanie wartoœci losowych populacji pocz¹tkowej z³o¿onej z k osobników;
— wykonanie na populacji mutacji z zadanym prawdopodobieñstwem;
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— wygenerowanie zbioru potomków przy u¿yciu operatora krzy¿owania. Nale¿y wy-
braæ losowo k par osobników oraz wykonaæ na ka¿dej parze operator krzy¿owania;

— selekcja; wybór nastêpnej populacji z³o¿onej z k osobników spoœród zbioru za-
wieraj¹cego 2 � k osobników (k rodziców oraz k potomków);

— jeœli najlepszy osobnik nie spe³nia przyjêtych oczekiwañ – przejœcie do wykonania
kroku 2;

— koniec dzia³ania algorytmu.
Na podstawie przedstawionego wczeœniej algorytmu, powsta³ system znajduj¹cy opty-

malne ustawienia przy procesie rozdrabniania z punktu widzenia zysku w sensie prezento-
wanego modelu matematycznego. Korzystanie z systemu sprowadza siê do ustalenia para-
metrów, uruchomienia ewolucji oraz odczytania i analizy wyników (Tumidajski i in. 2009).

2. Niestandardowe metody statystyki matematycznej

Wiele zagadnieñ zwi¹zanych z opisem matematycznym charakterystyk materia³ów uziar-
nionych i procesów ich przeróbki wymaga odejœcia od utartych œcie¿ek analiz uznanymi
metodami statystycznymi ze wzglêdu na nietypowoœæ wystêpuj¹cych rozk³adów zmiennych,
sposobów opróbowania, a tak¿e mo¿liwoœæ zastosowania rozwiniêtych technik i programów
komputerowych. Zostan¹ skrótowo przedstawione metody bootstrapowe, bayesowskie oraz
nieparametryczne (Domañski, Pruska 2000; Gajek, Ka³uszka 2000).

Je¿eli jedynym dostêpnym Ÿród³em informacji o rozk³adzie cechy jest dystrybuanta
empiryczna �F uzyskana na podstawie próbki x = (x1, ..., xn), to tworzymy prost¹ próbkê
losow¹ x* = (x*1, ..., x*n), nazywan¹ bootstrapow¹, poprzez n-krotne losowanie ze zwra-
caniem spoœród wartoœci oryginalnej próbki x1, ..., xn, a uzyskane wyniki przetwarzamy
uzyskuj¹c tzw. repliki bootstrapowe T* statystyki T, tzn. T* = T(X*).

Uzyskiwane wartoœci T* pozwalaj¹ na wyznaczenie œrednich wartoœci estymatora bada-
nego parametru. Przyjmuje siê, ¿e uwzglêdnia siê przynajmniej 1000 próbek bootstrapowych
(Domañski, Pruska 2000). Przyk³adem zastosowañ metody bootstrapowej w badaniach
przeróbczych s¹ prace Niedoby i Foszcza (Foszcz 2003, 2004, 2005; Niedoba 2003a, 2005).

Metody bayesowskie stosuje siê w celu zwiêkszenia dok³adnoœci wyznaczenia wartoœci
estymowanych parametrów rozk³adów zmiennych losowych.

Je¿eli za³o¿ymy, ¿e f x( | )� jest ³¹czn¹ funkcj¹ prawdopodobieñstwa lub ³¹czn¹ funkcj¹
gêstoœci próbki losowej x = (x1, ..., xn) zale¿nej od parametru �, którego rozk³ad jest
okreœlony przez funkcjê g (funkcjê gêstoœci lub prawdopodobieñstwa), to ³¹czny rozk³ad
zmiennej losowej X i parametru � jest okreœlony przez funkcjê

h x f x g( , ) ( | ) ( )� � �� (4)

Je¿eli znamy tê funkcjê to mo¿emy wyznaczyæ rozk³ad warunkowy parametru � stosuj¹c
wzór bêd¹cy uogólnieniem wzoru Bayesa
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Rozk³ad ten nazywa siê rozk³adem a posteriori parametru �.
Dodatkowo, gdy funkcja L(�,d) jest funkcj¹ straty przy rozk³adach a priori i a posteriori

parametru �, a decyzja d � D, to estymatorem bayesowskim parametru � jest statystyka d0

spe³niaj¹ca warunek:

E L d E L d
d D

� �� �( , ) inf ( , )0 �
�

(6)

Szerokie zastosowanie metod bayesowskich w zakresie badañ przeróbczych przedstawi³
Niedoba (2003a, b, 2008a, b).

Nieparametryczne metody statystyczne stosowane s¹ przede wszystkim wtedy, gdy
potrzebna jest zwiêkszona dok³adnoœæ opisu potrzebnych funkcji gêstoœci rozk³adu. Zwra-
ca siê uwagê na metody aproksymacji funkcji gêstoœci metodami j¹drowymi i metod¹
Fouriera.

Dla zadanej próbki losowej (x1, ..., xn) estymator j¹drowy gêstoœci definiuje siê wzorem
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gdzie x1, ..., xn oznacza realizacjê próbki, natomiast h > 0 jest parametrem zwanym szero-
koœci¹ pasma lub parametrem wyg³adzaj¹cym. Funkcja K nazywana jest funkcj¹ j¹drow¹ lub
j¹drem i spe³nia warunek unormowania do jednoœci, czyli
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W roli funkcji j¹drowej wystêpuje najczêœciej j¹dro Epanecznikowa
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gdzie b to parametr skali
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Inn¹ metod¹ nowoczesnej teorii nieparametrycznej estymacji funkcji gêstoœci jedno-
wymiarowej zmiennej losowej jest jej aproksymacja przy u¿yciu szeregu Fouriera (Chentsov
1962; Efron, Tibshirani 1993; Efromovich 1999). Je¿eli f(x) przedstawia gêstoœæ bada-
nego rozk³adu, to korzystaj¹c z teorii szeregów Fouriera mo¿emy j¹ przedstawiæ w postaci

f x Q xj j

j
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, gdzie Qj oznaczaj¹ wspó³czynniki Fouriera okreœlone wzorem
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A funkcja �j(x) wzorem
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Estymatorem gêstoœci badanego rozk³adu jest suma czêœciowa szeregu Fouriera
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, w którym J nazywamy parametrem obciêcia lub ogólniej
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gdzie x�[ , ]01 oraz � j �[ , ]01.
Metodê estymacji j¹drowej oraz szeregów Fouriera zastosowa³ Niedoba (Niedoba 2004;

Niedoba, Tumidajski 2006; Niedoba, Soliñski 2009), zarówno do krzywych sk³adu ziarno-
wego jak i funkcji gêstoœci rozk³adu gêstoœci materia³u uziarnionego.

3. Wielowymiarowe charakterystyki materia³ów uziarnionych

W przeróbce surowców mineralnych, rozk³ady jednowymiarowe nie zawsze daj¹ pe³niê
informacji na temat rozpatrywanego materia³u. W przypadku wêgla (naj³atwiejszego z punk-
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tu widzenia wykonywania analiz dotycz¹cych gêstoœci, wielkoœci ziarna i cech okreœlaj¹cych
zawartoœci sk³adników), z technologicznego i statystycznego punktu widzenia najbardziej
interesuj¹ce s¹ trzy zale¿noœci opisuj¹ce wzajemne zwi¹zki pomiêdzy wielkoœci¹ ziarna D,
gêstoœci¹ ziarna � oraz œredni¹ zawartoœci¹ popio³u �, tzn. dystrybuanta F = F(d,�), uzysk
E = E(d,�) oraz  =  (d,�).

Uzysk jest definiowany jako stosunek iloœci popio³u (lub innego sk³adnika) w danym
produkcie do iloœci popio³u (tego¿ sk³adnika) w nadawie i mo¿e byæ interpretowany jako
dystrybuanta wektora losowego (D,�). Mo¿emy wiêc przyj¹æ, ¿e:

E d P D dc( , ) ( , )� �� ! !� (14)

przy czym prawdopodobieñstwo Pc jest prawdopodobieñstwem geometrycznym (stosunek
mas popio³u) (Fisz 1969). Metody opisu dystrybuant F(d, �) oraz E(d, �) (geometrycznie
rzecz bior¹c – powierzchni) ze statystycznego punktu widzenia s¹ identyczne. Zale¿noœæ
 =  (d,�) jest funkcj¹ regresji pierwszego rodzaju dla wektora (D, �, Z) gdzie Z jest
zawartoœci¹ popio³u (innego sk³adnika) w ziarnie, poniewa¿  jest traktowane i mierzone
jako œrednia zawartoœæ popio³u (sk³adnika) w w¹skiej „klaso-frakcji”, czyli przedziale
uogólnionym:

d D d dd  
 (15)

� � �  
� d (16)

Wspomniane wy¿ej zale¿noœci pozwalaj¹ opisywaæ zagadnienia zwi¹zane z rozdzia³em
materia³ów oraz planowanie i projektowanie uk³adów wzbogacania, a tak¿e pozwalaj¹
ujednoliciæ metody opisu statystycznego i interpretacji.

Rozwa¿aj¹c mo¿liwoœci poszukiwania postaci funkcji rozk³adu F(d,�) mo¿na stwierdziæ,
¿e w tym zakresie istniej¹ trzy drogi:

— weryfikacja za³o¿eñ o niezale¿noœci stochastycznej zmiennych D i � oraz wynika-
j¹cych z tego konsekwencji,

— u¿ycie pewnych wybranych typów rozk³adów dwuwymiarowych z ewentualnymi
transformacjami zmiennych,

— oparcie siê na obrazie geometrycznym dystrybuant empirycznych i opis badanych
powierzchni fragmentami (Eadie i in. 1971; Fisz 1969; Tumidajski 1992).

W ostatnich latach zaczyna siê stosowaæ ró¿ne metody wizualizacji wielowymiarowych
danych, które mog¹ byæ pomocne przy budowie modeli procesów oraz przy charakterystyce
materia³ów. Nale¿y tu wymieniæ metodê tuneli obserwacyjnych oraz metodê osi równo-
leg³ych (Jamróz 2003; Zaborski 1997).

119



Zakoñczenie

Przedstawiony zestaw problemów i rozwi¹zañ w zakresie nieklasycznych metod statys-
tycznych i obliczeniowych jest zbiorem istotnych zagadnieñ badawczych, które w naj-
bli¿szym czasie bêd¹ przedmiotem dalszych efektywnych badañ. Nale¿y podkreœliæ, ¿e
dynamiczny rozwój nauk technicznych i zwi¹zanych z nimi problemów ekonomicznych
wymaga stosowania nowych, bardziej odpowiednich i precyzyjnych metod badawczych
i pog³êbionych analiz iloœciowych. Zastosowania matematyki w zakresie nauk technicz-
nych – a w szczególnoœci w problemach przeróbki surowców mineralnych – id¹ praktycznie
w kierunkach:

— wdra¿ania nowych metod matematycznych w opisie materia³ów i procesów (przede
wszystkim metod statystyki nieklasycznej),

— doskonalenia metod optymalizacji i projektowania uk³adów technologicznych,
— stosowania doskonalszych metod numerycznych w rozwi¹zywaniu zagadnieñ zwi¹-

zanych z modelami matematycznymi przeróbki surowców.
Rozwój metod obliczeniowych (numerycznych) doprowadzi³ zagadnienia modelowania

matematycznego uk³adów technologicznych oraz prognozowania wyników do stosowania
sieci neuronowych, które daj¹ praktycznie idealne odpowiedzi bez udzia³u autora problemu.
Znacznie lepszym, z punktu widzenia aktywnego podejœcia do modelowania przez prowa-
dz¹cego badania, jest zastosowanie obliczeñ ewolucyjnych.

Od kilkunastu lat stosowane s¹ algorytmy genetyczne jako komputerowy sposób rozwi¹-
zywania wielu z przedstawionych zagadnieñ optymalizacyjnych. Posiadaj¹ one wiele zalet,
które poszerzaj¹ i udoskonalaj¹ procedury optymalizacyjne. S¹ to:

— brak wstêpnych za³o¿eñ odnoœnie zmiennych decyzyjnych, potrzebne s¹ tylko ich
ograniczenia,

— algorytm genetyczny wykorzystuje tylko wartoœci funkcji celu a nie np. jej gradienty,
— algorytm genetyczny mo¿e rozwi¹zywaæ zagadnienia o jednej, dwu- lub wielu funk-

cjach celu,
— zdolnoœæ kodowania (przeliczania) wartoœci zmiennych decyzyjnych i ograniczeñ jest

bardzo du¿a.
W klasycznych metodach statystycznych wystêpuj¹ za³o¿enia ograniczaj¹ce mo¿liwoœci

ich stosowania i ich niespe³nienie mo¿e prowadziæ do niew³aœciwych rozwi¹zañ. Generalnie
nale¿y zgodziæ siê z tez¹ Rao (1994): „Statystyka matematyczna jest bardziej sposobem
myœlenia lub wnioskowania ni¿ pêczkiem recept na m³ócenie danych w celu ods³oniêcia
odpowiedzi”. Teza ta wymusza, miêdzy innymi, stosowanie niekonwencjonalnych podejœæ
do zagadnieñ modelowania procesów przeróbki surowców mineralnych.

120



LITERATURA

C a r d u M., C l e r i c i C., M o r a n d i n i A., O c e l l a E., 1993 – An experimental research on the comminution law
and work index in jaw. Proceedings of XVIII International Mineral Processing Congress, Sydney.

C h e n t s o v N. N., 1962 – Evaluation of an unknown distribution density from observations. Soviet Math. Dokl. 3,
pp. 1159–1562.

D o m a ñ s k i C., P r u s k a K., 2000 – Nieklasyczne metody statystyczne. Polskie Wydawnictwo Ekonomiczne,
Warszawa.

E a d i e W.T., D r i j a r d D., J a n a s F.E., R o s s M., S a d o u l e t B., 1971 – Statistical methods in experimental
physics. North-Holland.

E f r o m o v i c h S., 1999 – Nonparametric curve estimation. New York, Springer-Verlag.
E f r o n B., T i b s h i r a n i R.J., 1993 – An introduction to the Bootstrap. Chapman and Hall, London.
F i s z M., 1969 – Rachunek prawdopodobieñstwa i statystyka matematyczna. Warszawa PWN.
F o s z c z D., 2005 – Estymacja parametrów funkcji regresji metoda klasyczna oraz metodami bootstrapowymi.

Górnictwo i Geoin¿ynieria, z 3/1, pp. 67–78.
F o s z c z D., 2004 – Ocena dok³adnoœci estymacji charakterystyk parametrycznych zmiennych losowych za

pomoc¹ metod bootstrapowych. Górnictwo i Geoinzynieria, z. 2/1, pp. 13–20.
F o s z c z D., 2003 – Zastosowanie metod bootstrapowych do bilansowania produkcji na przyk³adzie O/ZWR

KGHM ,,Polska MiedŸ” S.A. Górnictwo i Geoin¿ynieria, z. 3, pp. 64–69.
F u e r s t e n a u M.C., H a n K.N., 2003 – Principles of Mineral Processing. SME.
G a j e k L., K a ³ u s z k a M., 2000 – Wnioskowanie statystyczne. Warszawa, WNT.
G a w e n d a T., 2004 – Ocena wp³ywu w³aœciwoœci fizyko-chemicznych surowców skalnych i parametrów

technologicznych kruszarek szczêkowych na efekty rozdrabniania. Rozprawa doktorska, AGH, Kraków.
G o l d b e r g D.E., 1998 – Algorytmy genetyczne i ich zastosowania. Wydawnictwa Naukowo-Techniczne,

Warszawa.
G u p t a A., Y a n D.S., 2006 – Mineral Processing Design and Operation, Elsevier.
K i n g R.P., 2001 – Modeling and simulation of mineral processing systems. Butterworth-Heinemann.
J a m r ó z D., 2003 – Wizualizacja wielowymiarowych zbiorów danych dyskretnych. IV Krajowa Konferencja

Metody i systemy komputerowe w badaniach naukowych i projektowaniu in¿ynierskim, pp. 351–354,
Kraków.

L y n c h A.J., 1997 – Mineral crushing and grinding circuits. Amsterdam Oxford, New York.
M i c h a l e w i c z Z., 2003 – Algorytmy genetyczne + struktury danych = programy ewolucyjne. Wydawnictwa

Naukowo-Techniczne, Warszawa.
N i e d o b a T., 2003a – Ocena jakoœci produktu przy pomocy metod bayesowskich na przyk³adzie z³o¿a „Rudna”,

In¿ynieria Mineralna, n. 3, pp. 134–141.
N i e d o b a T., 2003b – Ró¿ne aspekty wyznaczania wielkoœci próbki pobieranej z materia³ów uziarnionych. Prace

Naukowe Instytutu Górnictwa Politechniki Wroc³awskiej nr 103, Oficyna Wydawnicza PW, Wroc³aw,
pp. 285–291.

N i e d o b a T., 2004 – The utilization of non classical statistical methods in the raw materials’ quality estimation –
the estimation of economical risk. Proceedings of 8th International conference on Environment and Mineral
Processing, Ostrava.

N i e d o b a T., 2005 – Opracowanie zasad opróbowania i analizy jakoœci surowców mineralnych metodami
statystyki nieklasycznej. Praca doktorska, AGH.

N i e d o b a T., 2008a – Approximation of particle size composition curves by Bayesian estimators of Weibull
distribution function parameters with application of cut normal distribution function. 21st World Mining
Congress & Expo 2008, Agencja Wydawniczo-Reklamowa Ostoja, Kraków.

N i e d o b a T., 2008b – Aproksymacja krzywych sk³adu ziarnowego za pomoc¹ bayesowskich estymatorów
parametrów w rozk³adzie Weibulla. Zeszyty Naukowe Politechniki Œl¹skiej, Górnictwo, z. 284, pp. 97–105.

N i e d o b a T., S o l i ñ s k i B., 2009 – Aproksymacja rozk³adu prêdkoœci wiatru za pomoc¹ nieparametrycznych
metod statystycznych. [W:] Konwersja odnawialnych zróde³ energii, red. Aleksander Lisowski, pp. 52–58,
Wydawnictwo Wieœ Jutra, Warszawa.

121



N i e d o b a T., T u m i d a j s k i T., 2006 – The approximation of grain composition curves by non-parametric
statistical methods. XXIII International Mineral Processing Congress, vol. 1, pp. 203–209, Istanbul.

R a o C.R.: Statystyka i prawda. Wydawnictwo PWN, Warszawa, 1994.
S c h e n a G., Z a n i n M., C h i a r a n d i n i A., 1997 – Procedures for the automatic design of flotation networks.

International Journal of Mineral Processing, vol. 52, pp. 137–160.
S v e d e n s t e n P., E v e r t s s o n C.M., 2005 – Crushing plant optimisation by means of a genetic evolutionary

algorithm. Minerals Engineering, vol. 18, pp. 473–479.
T u m i d a j s k i T., F o s z c z D., J a m r ó z D., N i e d o b a T., S a r a m a k D., 2009 – Niestandardowe metody

statystyczne i obliczeniowe w opisie procesów przeróbki surowców mineralnych. Wydawnictwo AGH,
Kraków.

T u m i d a j s k i T., 1997 – Stochastyczna analiza w³asnoœci materia³ów uziarnionych i procesów ich rozdzia³u.
Wydawnictwo AGH, Kraków.

T u m i d a j s k i T., 1992 – Wybrane problemy stochastycznej analizy w³asnoœci materia³ów uziarnionych i pro-
cesów przeróbki surowców mineralnych. Zeszyty Naukowe AGH, Górnictwo 159, Kraków.

W i l l s B.A., N a p i e r - M u n n T.J., 2006 – Mineral Processing Technology. Butterworth-Heinemann.
Z a b o r s k i A., 1997 – Przegl¹d zastosowañ skalowania wielowymiarowego w rozwi¹zywaniu problemów

marketingowych. Wydawnictwo A.E., Klasyfikacja i analiza danych, vol. 4, Wroc³aw.

AKTUALNE TENDENCJE W OPISIE I MODELOWANIU MATEMATYCZNYM PROCESÓW PRZERÓBKI
MATERIA£ÓW UZIARNIONYCH

S ³ o w a k l u c z o w e

Przeróbka surowców, matematyczne modelowanie, programowanie ewolucyjne, nieklasyczne metody statys-
tyczne, kruszarka szczêkowa

S t r e s z c z e n i e

Wiele konwencjonalnych metod i technik modelowania matematycznego ma ograniczone zastosowania
w odniesieniu do uk³adów przeróbki surowców mineralnych, a uzyskiwane modele maj¹ specjalne cechy
i ograniczenia. Masowe zastosowanie komputerów doprowadzi³o do tego, ¿e klasyczne problemy projektowania
i poszukiwanie optymalnych warunków sta³y siê zadaniem z zakresu informatyki i odpowiednich procedur
obliczeniowych.

W artykule omówiono doœæ szeroko zastosowanie programowania ewolucyjnego do doboru optymalnych
warunków pracy kruszarek szczêkowych (wzory (1), (2) i (3)), prowadz¹ce do projektów uk³adów rozdrabniania.

W wielu przypadkach wskazane jest stosowanie nieklasycznych (niestandardowych) metod statystycznych,
z których omówiono metody bootstrapowe, metody bayesowskie i nieparametryczne sposoby estymacji gêstoœci
rozk³adów w³aœciwoœci materia³ów uziarnionych.

Zosta³o tak¿e ogólnie scharakteryzowane wielowymiarowe podejœcie do opisu w³aœciwoœci materia³ów,
ze zwróceniem uwagi na ich specyfikê.
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ACTUAL TENDENCIES IN DESCRIPTION AND MATHEMATICAL MODELING OF MINERAL PROCESSING

K e y w o r d s

Mineral processing, mathematical modeling, evolutionary programming, non-classical statistical methods,
jaw crushers

A b s t r a c t

Many conventional methods and mathematical modeling techniques are limited in mineral processing systems
applications giving the models of special features and limitations. The global applications lead to the situation
where the classical designing tasks and searching for the optimal conditions became the problems from the field
of informatics and certain calculating procedures.

The paper presents widely the applications of evolutionary programming to select the optimal conditions
for jaw crushers work (formulas (1), (2) and (3)), leading to designs of comminution technological systems.

In many cases the application of non-classical statistical methods, like bootstrap, Bayesian and non-parametric
methods of estimation of grained materials characteristics distribution functions is advisable. These methods were
discussed in the paper.

Furthermore, the multidimensional approach to the materials characteristics was generally presented, with
special attention to their specific character.
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