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AGNIESZKA SUROWIAK*

Wplyw rozkladu gestosci ziaren
na rozklad ich predkosci opadania
dla waskich klas ziarnowych

Wprowadzenie

Przez argument rozdziatu rozumie si¢ wlasciwos$¢ fizyczna lub geometryczng ziarna, na
podstawie ktorej dokonuje si¢ podziatu zbioru ziaren na podzbiory nie majace czgsci
wspolnej, a rdznigce si¢ wartoscia tej wlasciwosci. W przemystowych procesach rozdziatu
wystepuje najczesciej podzial na dwa lub trzy produkty, przy czym podziat ten nie jest
doktadny ze wzgledu na zjawisko rozproszenia ziaren do sasiednich produktéw rozdziatu.
W przypadku procesow wzbogacania z roznica wartosci argumentu rozdziatu wiaze si¢ na
0got zréznicowanie zawarto$ci sktadnikow.

Wsrod argumentow rozdziatu wyrdzni¢ mozna argumenty proste oraz argumenty zto-
zone. Do argumentow prostych naleza ggstos¢, podatnos¢ magnetyczna, wielko$¢ ziarna.
Charakteryzuja si¢ one tym, ze o przynaleznosci do danego podzbioru decyduje tylko
warto$¢ jednej wielkosci. Warto$¢ argumentu jest uwarunkowana jedynie przez sktad che-
miczny ziarna lub sposob kreacji ziarna mineralnego. Rozktady tych argumentow w probee
sa rozktadami jednowymiarowymi.

Przyktadem argumentu ztozonego jest predkos¢ opadania ziarna w cieczy. Predkosé
opadania w danej cieczy jest funkcja gestosci, wielkosci 1 ksztattu ziarna. Poza tym jej
warto$¢ zalezy rowniez od wlasciwosci medium, w ktorym przebiega rozdzial. Argument ten
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jest wige funkcja co najmniej dwoch zmiennych. O przynaleznosci do danego podzbioru
(produktu rozdziatu) decyduja wartosci trzech wielkosci, a rozktad tych argumentéw pros-
tych jest rozkladem wielowymiarowym. Jezeli ggstos¢ jest zalezna od wielko$ci ziarna
traktowanej jako parametr, wtedy funkcja ggstosci rozktadu predkosci opadania bgdzie
rozktadem zlozonym.

Ogolne rozwiazanie problemu okreslenia rozktadu granicznej predkosci opadania ziaren
musi uwzglednia¢ wielowymiarowe rozktady wlasciwosci ziaren oraz wzory wiazace te
wlasciwosci z predkoscia opadania. Jedna z metod rozwiazania tego zagadnienia jest potrak-
towanie wielowymiarowego rozktadu wtasciwosci ziarna jako iloczynu jednowymiarowych
rozktadéw poszczegolnych cech, tzn. przyjgcie zalozenia, ze cechy te sa zmiennymi losowymi
niezaleznymi, co w literaturze zostato juz zastosowane (Niedoba 2013a, b; Tumidajski 1997).

W tej pracy zostanie rozwazony wplyw gestosci ziarna na rozktad granicznej predkosci
opadania przy zatozeniu, ze wielko$¢ oraz ksztalt ziarna sg stale (waskie klasy ziarnowe,
ziarna kuliste).

1. Predkos¢ opadania ziarna sferycznego jako zmienna losowa

W $wiatowej literaturze przedmiotu problemowi wyliczania granicznej predkosci opa-
dania ziarna poswigcono wiele prac (Finkey 1924; Laszczenko 1940; Olevskij 1953; Heiss
i Coull 1952; Akkerman 1966; Chrisiansen i Barker 1965; Bedran i in. 1976; Concha
i Almendra 1979; Heider i Levenspiel 1989; Briens 1991; Saha i in. 1992; Madhav i Chhabra
1994, 1995; Nguyen i in. 1994, 1997; Tsakalakis i Stamboltzis 2001; Merinov 2001; Sztaba
2004). Autorzy przedstawiali w nich r6zne podejs$cia do zagadnienia i sa to z reguty metody
aproksymacyjno-obliczeniowe.

W tym artykule graniczna predko$¢ opadania wyznaczono opierajac si¢ na teorii wynika-
jacej z rozwiazania rownania ruchu ziarna. Przez graniczna predko$¢ opadania w ruchu jedno-
stajnym rozumie si¢ sytuacj¢, w ktdrej suma geometryczna sit dziatajacych na ziarno, a wige
sity cigzko$ci, sily oporu hydrostatycznego oraz sity oporu os$rodka, bedzie réwna zero.

W ruchu turbulentnym sit¢ oporu dynamicznego osrodka wyraza wzor Newtona:

Pz_\VzlpothS (l)
2
Loy, — predko$¢ chwilowa ruchu ziarna,
v, — wspodlezynnik oporu dla ziarna,
S — powierzchnia rzutowa ziarna na plaszczyzng prostopadia do kierunku
ruchu,
Po — gestosé cieczy,

%povtzS — ci$nienie hydrodynamiczne cieczy.
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W zwiazku z tym réwnanie ruchu ziarna w kierunku pionowym, po uwzglednieniu
bilansu dziatajacych sit, bedzie nastgpujace:

dv 1 2 2
7t’=(p—po)Vg—wzipovtS @

pV

L p — gestosé ziarna,
g — przyspieszenie ziemskie,
V

— objetos¢ ziarna.

Wzér okreslajacy granice:

2(p— 3
limv, = 2Ap—p, Vg —v @)
t—0 \IfngS

jest zarazem ogdlnym wzorem na graniczna predkosé opadania swobodnego ziarna (v). Jego
szczegotowa posta¢ musi uwzglednia¢ ksztalt ziarna, charakteryzowany wspotczynnikami
ksztaltu oraz wartos¢ wspotczynnika oporu. Dla ziaren sferycznych wspolczynnik oporu
v, = 0,46 (Abraham 1970).

Po uwzglednieniu we wzorze (3) wzoréw na objgtos¢ ziarna sferycznego oraz jego
pola powierzchni, graniczna pr¢dkos$¢ opadania ziarna wyraza si¢ nastgpujaco (Brozek
i Surowiak 2010):

v=533x+d )

® x=P"Po_ sredukowana gestos$¢ wzgledna,
Po
— wielko$¢ ziarna,
v — graniczna predkos$¢ opadania ziarna kulistego.

Jak zauwazono we wstegpie, w przypadku ogdélnym kierowana do procesu rozdzialu
nadawa charakteryzuje si¢ rozktadem wtasciwosci fizycznych i geometrycznych ziarna,
a w zwiazku z tym rowniez predkosci opadania.

Ziarna sferyczne sa szczegolnym zbiorem ziaren stanowiacych swego rodzaju podzbior
ziaren, ktore moga trafia¢ do proceséw rozdziatu razem z ziarnami nieregularnymi wyste-
pujacymi takze w nadawie. Graniczna pr¢dkos$é opadania ziarna sferycznego jest funkcja
dwodch argumentdw prostych: jego gestosci i wielkosci z uwagi na fakt, ze wspdtczynnik
ksztattu jest rowny 1. Zardwno wielko$¢ ziarna jak i jego ggsto$¢ sa zmiennymi losowymi
o okreslonych rozktadach. W zwiazku z tym predko$¢ opadania ziarna jako funkcja dwoch
zmiennych losowych bedzie rowniez zmienna losowa o okreSlonym rozkladzie wynika-
jacym z rozkladéw wielko$ci 1 ggstosci ziarna w probcee.
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Przy zalozeniu, ze ggsto$¢ zredukowana x i $rednica ziarna d sa zmiennymi losowymi,
predkosé opadania ziarna stanowi rowniez zmienna losowa bedaca funkcja wymienionych
zmiennych losowych. Posta¢ funkcji gestosci rozktadu predkosci opadania jest zalezna od
funkcji gestosci rozktadow wymienionych zmiennych losowych. Funkcja gestosci rozktadu
zmiennej losowej bedacej iloczynem dwoéch niezaleznych zmiennych losowych W =S -U,
wyraza si¢ nastepujacym wzorem (Gerstenkorn i Srédka 1972):

i ®)
how)= | ;fms)fz[v:]ds

Win

Y h(w), fi(s) i fr(u) — funkcje gestosci rozktadow odpowiednio zmiennych
losowych W, S'i U.

Generalnie rzecz biorac metodyka wyznaczania rozktadu granicznej predkosci opadania
ziarna oparta jest na doprowadzeniu wzoru na predkos¢ opadania ziarna do postaci be-
dacej iloczynem dwoch (trzech) zmiennych losowych (Brozek i Surowiak 2004, 2005a, b;
Surowiak i Brozek 2014).

1.1. Rozklad predkosci opadania w prébce monodyspersyjnych ziaren sferycznych

Dla ziaren sferycznych wspodtczynniki ksztattu ziarna k) = kp = 1, d = d,,, gdzie d, —
wielko$¢ ziaren nadawy. W tej sytuacji predkos$¢ opadania ziarna sferycznego w waskiej
klasie ziarnowej (monodyspersyjnej) v,,s Wyraza si¢ wzorem:

Vs =5,33x \Jd, (6)

Gestos¢ zredukowana x jest zwigzana z gestoscia ziarna zaleznoscia:

x=PPo ™
Po
skad:
P=PoXtpP, =p(x) (8)

Przystepujac do wyznaczenia rozktadu predkosci opadania ziaren charakteryzujacych sig
zmienna losowa P (ggstosci ziarna p) i pochodzacych z waskiej klasy ziarnowej o wielkosci
d, przyjmujemy, ze znany jest rozktad zmiennej losowej P. Rozktad predkosci opadania
ziarna uzyskano wykorzystujac wzor (4) i dwukrotnie stosujac podstawowy wzor z rachunku
prawdopodobienstwa, okreslajacy zwiazki pomigdzy ggstoscia okreslonej zmiennej loso-
wej X 1 gestoscia funkcji tej zmiennej losowej.
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Jezeli gestos$¢ rozktadu prawdopodobienstwa zmiennej losowej X okresla funkcja f{x),
zmienna losowa Z okreslona jest funkcja odwracalng Z = g(X), to ggsto$¢ zmiennej losowej Z
okresla wzor (Gerstenkorn i Srodka 1972):

dh(z)
dz

(€))

N1(2)= [Th(2)]

gdzie h(z) jest funkcja odwrotng do funkcji g(x), czyli x = A(z).
~Po

o

Przyjmijmy, ze y, P

. Otrzymujemy wigc, ze p=yp, +p, =h(y;) Znajac
funkcj¢ ggstosci zmiennej losowej P réwna f(p), ze wzoru (9) mamy:

H)=po f(1Po +P,) (10)

Niechteraz y, =,/ y; czyli y; = yg.Powtarzaja(c procedurg zastosowana wyzej mamy:

f2(32)= £i(¥3 2y, (1n

Przyjmujac wreszcie v =5,33,/d, y, czyli y, = mamy:

A%
533/d,

(12)

v 1

1.2 Analiza wplywu rozkladu wlasciwosci fizycznych i geometrycznych ziaren
na rozklad predkos$ci opadania

1.2.1. Wptyw rozktadu ggstosci ziaren na rozktad predkosci opadania

Dla oceny wplywu rozktadu gestosci ziaren na rozktad predkosci opadania wyznaczono
funkcjg gestosci rozktadu predkosci wyrazony wzorem (6), gdyz w tym przypadku pozostate
dwie zmienne (wielko$¢ ziarna i jego ksztatt) majace wptyw na rozklad predkosci opadania
maja warto$ci ustalone.

Funkcja gestosci rozkladu gestosci ziarna, zgodnie z dyspersyjnym modelem ziar-
na (Brozek 1995) jest wyrazona przez dwuparametrowa funkcj¢ z rodziny rozktadow
gamma. Jest to funkcja rozktadu Weibulla, ktéorego dystrybuanta i funkcja ggstosci sa
nastgpujace:
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k (13)
F(p)=1009 1-exp —[pJ
Pe
k (14)
F0)="2% ok exp —(pJ
Pe Pe

L p. — gesto§¢ charakterystyczna (F(p = p.) = 63,21%),
k — wspblczynnik niejednorodnosci.

Zgodnie ze wzorem (9) funkcja gestosci i dystrybuanta rozktadu gestosci zredukowane;j
wyrazaja si¢ wzorami:

k (15)
)= 100k e+ 1 exp _( x+1)
(x, + 1 X, +1
k (16)
F(x)=1009 1-exp —[ x“}
x. +1

gdzie:

Pe=Po
Po

Xe =

Rozktad zmiennej losowej Y; =Jx wedlug wzoru (12) jest nastgpujacy:

k
2 (17)
200k _ v+l
A =———n0] +  exp| - =
(. D e+l
k 18
y12+1 (18)
Fi(y1)=1004 1-exp| — —
vy o+1

lc



Surowiak 2014 / Gospodarka Surowcami Mineralnymi — Mineral Resources Management 30(1), 105-122 111

gdzie:
Ve = \/g

Rozktad zmiennej losowej Y, = 5,33Y|, na podstawie wzoru (12), charakteryzuje si¢
nastgpujacymi funkcjami:

k
2 (19)
200k _ v +2841
fr(n)=—F— yz(y§ +2841) ! exp| - 227
(y5, +2841) V5. +2841
20
y; +2841 (20)
F5(y,)=1004 1—exp| - —
vy, +2841
gdzie:
Y2e = 5733ylc

Po przytoczonych wyzej kolejnych przeksztalceniach rozktad predkosci opadania
w probce monodyspersyjnych ziaren sferycznych zgodnie ze wzorami (12) i (13) jest
nastgpujacy:

200k V2, +2841d, | @D
h(Vg)=— Vs (Vi +2841d, ) exp _[;S()j
(Ve +2841d ) Vinse +28,41d
k (22)
2
28,41d
H(v,y,)=100{ 1-exp| | T 7220,
Vinse T28,41d,
% d, — ¢rednica ziaren probki,
vmse — charakterystyczna predko$¢ opadania ziarna sferycznego rowna:

e | pe—p (23)
Vinse =\ YV2c =5,33.|d, %
0
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Jak wida¢ ze wzorow (21) i (22) funkcja rozktadu predkosci opadania w tym przypadku
jest wyrazona przez parametry rozkladu gestosci ziaren i ich Srednicg. Analogicznie jak dla
rozktadu gestosci jest to rowniez rozklad Weibulla.

2. Eksperyment

Do wyliczenia rozktadu predkosci opadania ziaren w waskiej klasie ziarnowej oprobo-
wano osadzarke przemystowa dwuproduktowa firmy Allmineral, o powierzchni roboczej
rownej 17 m2, pracujaca w zakladzie przerobki mechanicznej jednej z kopalh wegla
kamiennego.

Doswiadczenia wykonano przy zachowaniu statej liczby pulsacji, ktéora wynosita
26 cykli na minutg. Wydajno$¢ systemu, czyli natg¢zenie przeplywu nadawy wynosito
500 Mg/h, a doptyw wody dolnej 218 m3/h. Przy tak ustalonych parametrach, po usta-
bilizowaniu procesu, pobierano probki nadawy, koncentratu i odpadow. Nastepnie kazdy
z produktow rozdziatu (koncentrat i odpady) poddano analizie densymetrycznej i gra-
nulometrycznej. Analiz¢ densymetryczna wykonano w roztworach chlorku cynku o gg-
sto$ciach odpowiednio: 1,3; 1,4; 1,5; 1,6; 1,7; 1,8; 2,0 Mg/m3. Kazda frakcje densy-
metryczng rozsiano na sitach o wielko$ci oczek: 2,0; 3,15; 5,0; 6,3; 8,0; 10,0;
12,5; 16,0; 20,0 mm. Dla zbadania wpltywu rozktadu gestosci na rozktad predkosci
opadania z nadawy do osadzarki Allmineral wysiano waskie klasy ziarnowe: 23,15 mm,
3,15-5,0 mm, 8-10 mm, 16-20 mm. W tak przygotowanej prébce wykonano analizy
densymetryczne. W celu obliczenia p6l powierzchni i $rednicy projekcyjnej ziaren na
losowej probcee ziaren nadawy w klasie 8—20 mm o licznosci 305 ziaren wykonano zdjecia
ziaren aparatem cyfrowym w potozeniu najbardziej stabilnym. Korzystajac z programu
komputerowego do analizy obrazu wyliczono pola powierzchni i obwody poszczegdlnych
ziaren. Wyliczono $rednice projekcyjne d), i wyznaczono rozktad Srednicy projekcyjnej
stosujac wzor:

45 (24)

% § — pole powierzchni ziarna.

3. Opracowanie wynikow

Na podstawie otrzymanych wynikow wyliczono wspotrzedne dystrybuant rozktadu ge-
stosci dla waskich klas ziarnowych, a nastgpnie do dystrybuant empirycznych dopasowano
rozktady Weibulla. Ponadto dla klasy 8—10 mm wyznaczono dystrybuantg rozktadu gestosci
w odpadach. Z aproksymacji wynikéw doswiadczalnych uzyskano dla kazdego rozktadu
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Rys. 1. Rozktad ggstosci ziaren w klasie 2-3,15 mm, p,. = 2,05 Mg/mS; k=384

Fig. 1. Particle density distribution for fraction 2-3.15 mm, p, = 2.05 Mg/m’; k = 3.84
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Fig. 2. Particle density distribution for fraction 3.15-5 mm, p, = 2.09 Mg/m’; k = 3.97
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Fig. 3. Particle density distribution for fraction 8—10 mm, p, = 2.17 Mg/m’; k = 3.97
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Fig. 4. Particle density distribution for fraction 16-20 mm, p, = 2.25 Mg/m’; k = 3.91
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Fig. 5. Particle density distribution in tailings for fraction 8—10 mm, p, = 2.36 Mg/m’; k = 7.92

parg parametrow p. i k. Na rysunkach 1-5 podane sa zaleznosci modelowe z zaznaczonymi
warto$ciami empirycznymi. Przy kazdym rysunku podane sa warto$ci parametrow roz-
ktadu p. 1 k. Zgodno$¢ modelu z do§wiadczeniem oszacowano wyliczajac indeks korelacji
krzywoliniowej. Wysokie wartosci tego indeksu (R > 0,99) swiadcza o dobrej zgodnosci
dystrybuanty modelowej (rozktadu Weibulla) z dystrybuanta empiryczna. Roznice w roz-
ktadach ggstosci poszczegdlnych klas ziarnowych sa minimalne, co jest empirycznym
potwierdzeniem zatozenia, ze zmienne losowe wielkos$ci ziarna 1 ggstosci sa zmiennymi
niezaleznymi.

Parametrami rozktadu predkosci opadania sa wspotczynnik niejednorodnosei k 1 pred-
ko$§¢ charakterystyczna v, wyliczana wedlug wzoru (23). Wystepujaca w tym wzorze
gestosé cieczy p, podawanej do komory osadzarki jest wyzsza od gestosci wody 1 wynosi
Po = 1,093 Mg/m3, poniewaz woda zawracana jest do obiegu z osadnika Dorra.

Za wielkos$¢ ziarna sferycznego przyjgto $rednig wartos¢ $rednicy projekcyjnej ziarna
w danej klasie ziarnowej wyznaczonej na podstawie pomiaréw analiz obrazu i wykre§lono
histogramy rozktadu $rednicy projekcyjnej dla czterech klasach ziarnowych. Przedstawiono
je na rysunkach 6-9.

Za pomoca programu Statistica do kazdego histogramu dopasowano funkcjg¢ ggstosci
rozktadu $rednicy projekcyjnej w danej klasie ziarnowej. Najlepsze dopasowanie uzyskano
dla rozktadu Weibulla w postaci:
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Rys. 6. Histogram rozktadu $rednicy projekcyjnej d, w klasie 8-10 mm

dep= 13,2 mm; k, = 3,17; by = 8 mm; dp = 12,8 mm

in fraction 8—10 mm

=132 mm; k,= 3.17; b= 8 mm; d,, = 12,8 mm

Fig. 6. Histogram of projective diameter d, distribution
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Rys. 7. Histogram rozktadu $rednicy projekcyjnej d, w klasie 10-12 mm

dep= 16,12 mm; k, = 3,3; b, = 10 mm; dp = 15,5 mm

in fraction 10—12 mm

dep=16.12 mm; k,= 3.3; b,= 10 mm; d,, = 15.5 mm

Fig. 7. Histogram of projective diameter d, distribution
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in fraction 10—12 mm

de,=16.12 mm; k,= 3.3; b,= 10 mm; Jp =19.3 mm
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Rys. 8. Histogram rozktadu $rednicy projekcyjnej d, w klasie 12-16 mm

Fig. 8. Histogram of projective diameter d, distribution
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=24.79 mm; k, = 2.95; b,= 16 mm; d,, = 23.9 mm

dep= 24,79 mm; k,= 2,95; b,= 16 mm; dp = 23,9 mm

Rys. 9. Histogram rozktadu $rednicy projekcyjnej d, w klasie 16-20 mm
dep

Fig. 9. Histogram of projective diameter d, distribution
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K (25)
100k, % d,-b ’
gpld,)= kpdp” exp| — 70’]] bp
dep o "p

Y d.,— warto$¢ charakterystyczna Srednicy projekcyjnej,

k, — wspolczynnik niejednorodnosci,

b, — warto$¢ przesunigcia zmiennej losowe;.

Jak wykazuja pomiary innych autoréw analogiczny typ rozktadu Weibulla stosuje si¢
takze do $rednicy sitowej ziaren w waskiej klasie ziarnowej (Kordek 1999).

Na rysunkach 6-9 podano parametry rozktadu Weibulla $rednicy projekcyjnej wraz
z wartoscia przesunigeia zmiennej losowej by,. Warto$¢ $rednia Srednicy projekeyjnej wy-
licza si¢ z nastepujacego wzoru (Gerstenkorn i Srodka 1972):

- | (26)
d,=d,I k—+1 +b,

p

% T — funkcja gamma Eulera.
Wartosci $rednie $rednicy projekcyjnej podano przy kazdym z rysunkéw 6-9.
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Rys. 10. Dystrybuanta rozktadu predkosci opadania ziaren w monodyspersyjnej probce ziaren
klasa 8—10 mm, v, = 0,599 [m/s], k = 3,97

Fig. 10. Particles settling velocity distribution function in monodisperse particles sample
fraction 8—10 mm, v, = 0.599 [m/s], k = 3.97
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Rys. 11. Dystrybuanta rozktadu predkosci opadania ziaren w odpadach monodyspersyjnych
klasa 8~10 mm, v, = 0,789 [m/s], k=17,92

Fig. 11. Particles settling velocity distribution function in monodisperse tailings
fraction 8-10 mm, v,,,. = 0.789 [m/s], k = 7.92

Jak zauwazono wcze$niej za wielko$¢ ziarna kulistego d,, przyjgto we wzorach (22) 1 (23)
srednia wartos$¢ $rednicy projekcyjnej. Ze wzgledu na to, ze réznice w rozkladach gegstosci
w poszczegdlnych klasach ziarnowych sa nieznaczne, wyliczono rozktad predkosci opa-
dania w jednej klasie ziarnowej 8—10 mm i w odpadach tej klasy. Na rysunkach 101 11
przedstawiono dystrybuantg rozktadu predkosci opadania w nadawie i odpadach mono-
dyspersyjnych ziaren sferycznych odpowiednio dla rozktadow gestosci zaprezentowanych
na rysunkach 3 1 5.

Porownujac parametry rozktadu predkosci opadania w waskich klasach ziarnowych
(rys. 10 1 11) mozna zauwazy¢, ze dla nadawy predkos¢ charakterystyczna ziaren wynosi
Vise = 0,599 m/s, a dla odpadow v,z = 0,789 m/s. Jest to spowodowane rdznica w roz-
ktadach ggstosci ziaren w tych waskich klasach.

Podsumowanie

1. Graniczna predkos¢ opadania swobodnego ziarna jest zlozonym argumentem roz-
dzialu w procesie wzbogacania surowcéw w osadzarce. Rozklad tego argumentu
w probee otrzymuje si¢ na podstawie rozktadow argumentow prostych, tj. wtasciwosci
fizycznych i geometrycznych ziarna, ktorymi sa gesto$¢ ziarna i §rednica ziarna oraz
jego ksztalt.
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2. Funkcja gestosci rozkladu granicznej predkosci opadania swobodnego jest w sposob
jawny zalezna od parametréow funkcji gestosci rozkladéw gestosci i $rednicy projek-
cyjnej. Dysponujac rozktadami gestosci i srednicy ziarna mozna na podstawie algorytmu
przedstawionego w pracy wyznaczy¢ rozktad granicznej predkosci opadania ziarna.

3. Zaktadajac, ze predkos$¢ opadania jest zmienng losowa begdaca funkcja zmiennych loso-
wych wlasciwosci fizycznych i geometrycznych ziarna i wykorzystujac twierdzenia ra-
chunku prawdopodobienstwa odnoszace si¢ do funkcji zmiennych losowych, mozna
wyprowadzi¢ ogdlne wzory na funkcjg ggstosci rozktadu predkosci opadania swobod-
nego ziarna dla warunkéw ruchu turbulentnego, ktory wystepuje w procesach roz-
dzielczych np. przy wzbogacaniu w osadzarce.

4. W procesie wzbogacania w osadzarce istotnym jest, by nadawa nie zawierata ziaren
rowno opadajacych. Jak pokazano w artykule, nawet w materiale jednorodnym pod
wzgledem rozktadu cech granulometrycznych (wielko$¢ i ksztalt), wystepuja roznice
w predkosciach opadania ziaren.

Artykut opracowano w ramach dziatalnosci statutowej nr 11.11.100.276.

LITERATURA

Abraham, F.F. 1970. Functional dependence of drag coefficient of a sphere on Reynolds number. Physics of Fluids
13,5.2194-2195.

Akkerman, J.E. 1966. Free settling velocity of mineral particles in liquids. Preparation of ores 6, s. 22-25,
(in Russian).

Bedran i in. 1976 — Bedran, N.G., Denisenko, A.I and Pilov, P.I. 1976. Calculation of free settling velocity of
mineral particles in liquid medium. Journal of Mining 9, s.141-144.

Briens, C.L. 1991. Correlation for the direct calculation of the terminal velocity of spherical particles in newtonian
and pseudoplastic (power-law) fluids. Powder Technology 67, s. 87-91.

Brozek, M. 1995. The distribution of selected physical properties in the crushed material. Archives of Mining
Sciences 40, s. 83—100.

Brozek, M. and Surowiak, A. 2004. Distribution of settling velocity of particles in samples of mineral raw
materials. Gospodarka Surowcami Mineralnymi — Mineral Resources Management 20(3), s. 67-84.

Brozek, M. and Surowiak, A. 2005a. The distribution of settling velocity of non-spherical mineral particles. Acta
Montanistica Slovaca 10, s. 27-32.

Brozek, M. i Surowiak, A. 2005b. The dependence of distribution of settling velocity of spherical particles on
the distribution of particle sizes and densities. Physicochemical Problems of Mineral Processing 39,
s. 199-210.

Brozek, M. and Surowiak, A. 2010. Argument of separation at upgrading in the jig. Archives of Mining Sciences 55,
s. 21-40.

Chrisiansen, E.B. and Barker, D.E. 1965. The effect of shape and density on the free settling of particles at high
Reynolds numbers. American Institute of Chemical Engineers Journal 11, s. 145-151.

Concha, F. and Almendra, E.R. 1979. Settling velocities of particulate systems, 1, Settling velocities of individual
spherical particles. International Journal of Mineral Processing 5, s. 349-367.

Finkey, J. 1924. Die wissenschaftlichen Grundlagen der nassen Erzaufbereitung. Verlag Springer, Berlin
(in Germany).

Gerstenkorn, T. i Srodka, T. 1972. Kombinatoryka i rachunek prawdopodobieristwa. PWN, Warszawa.



Surowiak 2014 / Gospodarka Surowcami Mineralnymi — Mineral Resources Management 30(1), 105-122 121

Heider, A. and Levenspiel, O. 1989. Drag coefficient and terminal velocity of spherical and non-spherical particles.
Powder Technology 58, s. 63-70.

Heiss, J.F. and Coull, J. 1952. On the settling velocity of non-isometric particles in a viscous medium. Chemical
Engineering Progress 48, s. 133—140.

Kordek, J. 1999. Analiza granulometryczna waskich klas ziarnowych materialu przygotowanego na sitach
analitycznych. Gospodarka Surowcami Mineralnymi — Mineral Resources Management 15(z. spec.),
s.309-315.

Lashtchenko, P.V. 1940. Gravity concentration method, Gostoptechizdat, Moskva (in Russian).

Madhav, G.V. and Chhabra, R.P. 1994. Settling velocities of non-spherical particles in non-Newtonian polymer
solutions. Powder Technology 78, 77-83.

Madhav, G.V. and Chhabra, R.P. 1995. Drag on non-spherical particles in viscous fluids. /nternational Journal of
Mineral Processing 43, s. 15-29.

Merinov, N.F. 2001. Theoretical aspects of gravity separation. Journal of Mining 4-5, s. 33-46.

Nguyen-van, A. Schulze, H.J and Kmet, S. 1994. A simple algorithm for the calculation of the terminal velocity
of a single solid sphere in water. International Journal of Mineral Processing 41, s. 305-310.

Nguyen-van, A. Stechemasser, H. Zobel, G. and Schulze, H.J. 1997. An improved formula for terminal velocity of
rigid spheres. International Journal of Mineral Processing 50, s. 53-61.

Niedoba, T. 2013a. Statistical analysis of the relationship between particle size and particle density of raw coal.
Physicochemical Problems of Mineral Processing 49(1), s. 175-188.

Niedoba, T. 2013b. Elementy metodologii stosowania dwu- i wielowymiarowych rozktadéw wtasciwosci ma-
teriatow uziarnionych do opisu wzbogacania wegli. Gospodarka Surowcami Mineralnymi — Mineral Re-
sources Management 29(2), s. 155-172.

Olevskij, V.A. 1953. On free settling velocity of particles in liquid medium. Papers of Mechanobr Institute,
s. 88-96 (in Russian).

Saha i in. 1992 — Saha, G. Purohit, N.K. and Mitra, A.K. 1992. Spherical particle terminal settling velocity and
drag in Bingham liquids. International Journal of Mineral Processing 36, s. 273-281.

Surowiak, A. i Brozek, M. 2014. Methodology of calculation the terminal settling velocity distribution of spherical
particles for high values of the Reynold's number. Archives of Mining Sciences 59. z. 1 (w druku).

Sztaba, K. 2004. Influence of grain size upon falling velocity. Physicochemical Problems of Mineral Processing
38, s.207-220.

Tsakalakis, K.G. and Stamboltzis, G.A. 2001. Prediction of the settling velocity of irregularly shaped particles.
Minerals Engineering 14, s. 349-357.

Tumidajski, T. 1997. Stochastyczna analiza wlasnosci materiatow uziarnionych i proceséw ich rozdziatu. Wy-
dawnictwa AGH, Krakow.

WPLYW ROZKLADU GESTOﬁCI ZIAREN NA ROZKLAD ICH PREDKO§CI OPADANIA
DLA WASKICH KLAS ZIARNOWYCH

Stowa kluczowe

predkos¢ opadania, rozktad predkosci opadania, zmienne losowe, ziarna sferyczne

Streszczenie

Predkos$¢ opadania ziaren jest cecha rozdziatu, wedtug ktorej dokonuje si¢ idealny rozdziat ziaren
w procesie wzbogacania w osadzarce. Uwzglednienie kompleksowych wlasciwosci geometrycznych
ziaren (wielko$¢ 1 ksztalt ziaren) oraz fizycznych (ggsto$¢ ziaren) prowadzi do wyliczenia rozkladu
granicznej predkos$ci opadania ziaren. Zatem graniczna predkos¢ opadania ziaren jest to ztozona cecha
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rozdziatu, zawierajaca w sobie trzy podstawowe cechy proste ziarna (ggstos¢, wielkos¢ i ksztalt
ziarna).

W artykule podano metodyke wyznaczania rozktadu predkosci opadania w probcee ziaren sferycz-
nych dla turbulentnego charakteru ruchu ziaren, w ktorym predkos$¢ opadania wyraza si¢ wzorem
Newtona-Rittingera. Ze wzglgdu na to, ze zar6wno gesto$¢ jak i wielko$¢ ziarna sa zmiennymi
losowymi o pewnych rozkladach, rowniez predko$¢ opadania jako funkcja tych zmiennych jest
zmienng losowa. Korzystajac z twierdzen rachunku prawdopodobienstwa odnoszacych si¢ do funkcji
zmiennych losowych podano wzor na funkcje gestosci rozktadu predkosci opadania oraz wyliczono
rozktady predkosci dla kilku kombinacji rozktadéw wielkos$ci i ggstosci ziarna na podstawie ekspe-
rymentu przemystowego.

Artykut przedstawia symulacyjne okreslanie rozkltadéw predkosci opadania ziaren sferycznych
przy zatozeniu, ze ziarna maja ksztatt kulisty o srednicy rownej $rednicy projekcyjnej ziaren niere-
gularnych. W takim przypadku, na graniczna predkos$¢ opadania ziaren bedzie miat wplyw rozktad
wlasciwosci densymetrycznych.

INFLUENCE OF PARTICLE DENSITY DISTRIBUTIONS
OF THEIR SETTLING VELOCITY FOR NARROW SIZE FRACTIONS

Key words

particles settling velocity, distribution of settling velocity, random variables, spherical particles

Abstract

Particle settling velocity is the partition feature of feed directed to jigging process. Distribution of
terminal particles settling velocity characterizes feed for jigging process. Consideration of complex
geometrical properties of particles (size and shape) and physical ones (density) leads to calculation of
distribution of terminal particles settling velocity. That means that this is complex partition feature
containing three basic particle features (density, size and shape).

The paper presents the methodology of determining particle settling velocity distribution in sample
of spherical particles for turbulent motion for which settling velocity is defined by Newton-Rittinger
formula. Because of the fact that both particle density and size are random variables of certain type of
distribution, settling velocity as function of these two variables is random variable too. Applying
probability theorems connected with random variables functions the equation for statistical density
function of settling velocity was given and distributions of velocities for several combinations of
particle size and density were calculated on the basis of industrial velocity.

The paper presents simulative determination of spherical particles settling velocity distribution
functions assuming that particles are spheres of diameter being equal to projective diameter of
irregular particles. In this case, terminal settling velocity is influenced by distribution of densimetric
characteristics.



