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AGNIESZKA SUROWIAK*

Wp³yw rozk³adu gêstoœci ziaren
na rozk³ad ich prêdkoœci opadania

dla w¹skich klas ziarnowych

Wprowadzenie

Przez argument rozdzia³u rozumie siê w³aœciwoœæ fizyczn¹ lub geometryczn¹ ziarna, na
podstawie której dokonuje siê podzia³u zbioru ziaren na podzbiory nie maj¹ce czêœci
wspólnej, a ró¿ni¹ce siê wartoœci¹ tej w³aœciwoœci. W przemys³owych procesach rozdzia³u
wystêpuje najczêœciej podzia³ na dwa lub trzy produkty, przy czym podzia³ ten nie jest
dok³adny ze wzglêdu na zjawisko rozproszenia ziaren do s¹siednich produktów rozdzia³u.
W przypadku procesów wzbogacania z ró¿nic¹ wartoœci argumentu rozdzia³u wi¹¿e siê na
ogó³ zró¿nicowanie zawartoœci sk³adników.

Wœród argumentów rozdzia³u wyró¿niæ mo¿na argumenty proste oraz argumenty z³o-
¿one. Do argumentów prostych nale¿¹ gêstoœæ, podatnoœæ magnetyczna, wielkoœæ ziarna.
Charakteryzuj¹ siê one tym, ¿e o przynale¿noœci do danego podzbioru decyduje tylko
wartoœæ jednej wielkoœci. Wartoœæ argumentu jest uwarunkowana jedynie przez sk³ad che-
miczny ziarna lub sposób kreacji ziarna mineralnego. Rozk³ady tych argumentów w próbce
s¹ rozk³adami jednowymiarowymi.

Przyk³adem argumentu z³o¿onego jest prêdkoœæ opadania ziarna w cieczy. Prêdkoœæ
opadania w danej cieczy jest funkcj¹ gêstoœci, wielkoœci i kszta³tu ziarna. Poza tym jej
wartoœæ zale¿y równie¿ od w³aœciwoœci medium, w którym przebiega rozdzia³. Argument ten
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jest wiêc funkcj¹ co najmniej dwóch zmiennych. O przynale¿noœci do danego podzbioru
(produktu rozdzia³u) decyduj¹ wartoœci trzech wielkoœci, a rozk³ad tych argumentów pros-
tych jest rozk³adem wielowymiarowym. Je¿eli gêstoœæ jest zale¿na od wielkoœci ziarna
traktowanej jako parametr, wtedy funkcja gêstoœci rozk³adu prêdkoœci opadania bêdzie
rozk³adem z³o¿onym.

Ogólne rozwi¹zanie problemu okreœlenia rozk³adu granicznej prêdkoœci opadania ziaren
musi uwzglêdniaæ wielowymiarowe rozk³ady w³aœciwoœci ziaren oraz wzory wi¹¿¹ce te
w³aœciwoœci z prêdkoœci¹ opadania. Jedn¹ z metod rozwi¹zania tego zagadnienia jest potrak-
towanie wielowymiarowego rozk³adu w³aœciwoœci ziarna jako iloczynu jednowymiarowych
rozk³adów poszczególnych cech, tzn. przyjêcie za³o¿enia, ¿e cechy te s¹ zmiennymi losowymi
niezale¿nymi, co w literaturze zosta³o ju¿ zastosowane (Niedoba 2013a, b; Tumidajski 1997).

W tej pracy zostanie rozwa¿ony wp³yw gêstoœci ziarna na rozk³ad granicznej prêdkoœci
opadania przy za³o¿eniu, ¿e wielkoœæ oraz kszta³t ziarna s¹ sta³e (w¹skie klasy ziarnowe,
ziarna kuliste).

1. Prêdkoœæ opadania ziarna sferycznego jako zmienna losowa

W œwiatowej literaturze przedmiotu problemowi wyliczania granicznej prêdkoœci opa-
dania ziarna poœwiêcono wiele prac (Finkey 1924; Laszczenko 1940; Olevskij 1953; Heiss
i Coull 1952; Akkerman 1966; Chrisiansen i Barker 1965; Bedran i in. 1976; Concha
i Almendra 1979; Heider i Levenspiel 1989; Briens 1991; Saha i in. 1992; Madhav i Chhabra
1994, 1995; Nguyen i in. 1994, 1997; Tsakalakis i Stamboltzis 2001; Merinov 2001; Sztaba
2004). Autorzy przedstawiali w nich ró¿ne podejœcia do zagadnienia i s¹ to z regu³y metody
aproksymacyjno-obliczeniowe.

W tym artykule graniczn¹ prêdkoœæ opadania wyznaczono opieraj¹c siê na teorii wynika-
j¹cej z rozwi¹zania równania ruchu ziarna. Przez graniczn¹ prêdkoœæ opadania w ruchu jedno-
stajnym rozumie siê sytuacjê, w której suma geometryczna si³ dzia³aj¹cych na ziarno, a wiêc
si³y ciê¿koœci, si³y oporu hydrostatycznego oraz si³y oporu oœrodka, bêdzie równa zero.

W ruchu turbulentnym si³ê oporu dynamicznego oœrodka wyra¿a wzór Newtona:

P Sz o t� �� � �
1

2
2 (1)

� vt – prêdkoœæ chwilowa ruchu ziarna,
�z – wspó³czynnik oporu dla ziarna,
S – powierzchnia rzutowa ziarna na p³aszczyznê prostopad³¹ do kierunku

ruchu,
�o – gêstoœæ cieczy,
1

2
2� �o t S – ciœnienie hydrodynamiczne cieczy.
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W zwi¹zku z tym równanie ruchu ziarna w kierunku pionowym, po uwzglêdnieniu
bilansu dzia³aj¹cych si³, bêdzie nastêpuj¹ce:

�
�

� � � � �V
d

dt
Vg St

o z o t� � �( )
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2
2 (2)

� � – gêstoœæ ziarna,
g – przyspieszenie ziemskie,
V – objêtoœæ ziarna.

Wzór okreœlaj¹cy granicê:
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jest zarazem ogólnym wzorem na graniczn¹ prêdkoœæ opadania swobodnego ziarna (v). Jego
szczegó³owa postaæ musi uwzglêdniaæ kszta³t ziarna, charakteryzowany wspó³czynnikami
kszta³tu oraz wartoœæ wspó³czynnika oporu. Dla ziaren sferycznych wspó³czynnik oporu
�z = 0,46 (Abraham 1970).

Po uwzglêdnieniu we wzorze (3) wzorów na objêtoœæ ziarna sferycznego oraz jego
pola powierzchni, graniczna prêdkoœæ opadania ziarna wyra¿a siê nastêpuj¹co (Bro¿ek
i Surowiak 2010):

� � 5 33, x d (4)

�
x o

o

�
�� �

�
– zredukowana gêstoœæ wzglêdna,

d – wielkoœæ ziarna,
v – graniczna prêdkoœæ opadania ziarna kulistego.

Jak zauwa¿ono we wstêpie, w przypadku ogólnym kierowana do procesu rozdzia³u
nadawa charakteryzuje siê rozk³adem w³aœciwoœci fizycznych i geometrycznych ziarna,
a w zwi¹zku z tym równie¿ prêdkoœci opadania.

Ziarna sferyczne s¹ szczególnym zbiorem ziaren stanowi¹cych swego rodzaju podzbiór
ziaren, które mog¹ trafiaæ do procesów rozdzia³u razem z ziarnami nieregularnymi wystê-
puj¹cymi tak¿e w nadawie. Graniczna prêdkoœæ opadania ziarna sferycznego jest funkcj¹
dwóch argumentów prostych: jego gêstoœci i wielkoœci z uwagi na fakt, ¿e wspó³czynnik
kszta³tu jest równy 1. Zarówno wielkoœæ ziarna jak i jego gêstoœæ s¹ zmiennymi losowymi
o okreœlonych rozk³adach. W zwi¹zku z tym prêdkoœæ opadania ziarna jako funkcja dwóch
zmiennych losowych bêdzie równie¿ zmienn¹ losow¹ o okreœlonym rozk³adzie wynika-
j¹cym z rozk³adów wielkoœci i gêstoœci ziarna w próbce.
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Przy za³o¿eniu, ¿e gêstoœæ zredukowana x i œrednica ziarna d s¹ zmiennymi losowymi,
prêdkoœæ opadania ziarna stanowi równie¿ zmienn¹ losow¹ bêd¹c¹ funkcj¹ wymienionych
zmiennych losowych. Postaæ funkcji gêstoœci rozk³adu prêdkoœci opadania jest zale¿na od
funkcji gêstoœci rozk³adów wymienionych zmiennych losowych. Funkcja gêstoœci rozk³adu
zmiennej losowej bêd¹cej iloczynem dwóch niezale¿nych zmiennych losowych W S U� � ,
wyra¿a siê nastêpuj¹cym wzorem (Gerstenkorn i Œródka 1972):
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(5)

� h(w), f1(s) i f2(u) – funkcje gêstoœci rozk³adów odpowiednio zmiennych
losowych W, S i U.

Generalnie rzecz bior¹c metodyka wyznaczania rozk³adu granicznej prêdkoœci opadania
ziarna oparta jest na doprowadzeniu wzoru na prêdkoœæ opadania ziarna do postaci bê-
d¹cej iloczynem dwóch (trzech) zmiennych losowych (Bro¿ek i Surowiak 2004, 2005a, b;
Surowiak i Bro¿ek 2014).

1.1. Rozk³ad prêdkoœci opadania w próbce monodyspersyjnych ziaren sferycznych

Dla ziaren sferycznych wspó³czynniki kszta³tu ziarna k1 = k2 = 1, d = do, gdzie do –
wielkoœæ ziaren nadawy. W tej sytuacji prêdkoœæ opadania ziarna sferycznego w w¹skiej
klasie ziarnowej (monodyspersyjnej) vms wyra¿a siê wzorem:

�ms ox d� 5 33, (6)

Gêstoœæ zredukowana x jest zwi¹zana z gêstoœci¹ ziarna zale¿noœci¹:

x o

o

�
�� �

�
(7)

sk¹d:

� � � �� � �o ox x( ) (8)

Przystêpuj¹c do wyznaczenia rozk³adu prêdkoœci opadania ziaren charakteryzuj¹cych siê
zmienn¹ losow¹ P (gêstoœci ziarna �) i pochodz¹cych z w¹skiej klasy ziarnowej o wielkoœci
do przyjmujemy, ¿e znany jest rozk³ad zmiennej losowej P. Rozk³ad prêdkoœci opadania
ziarna uzyskano wykorzystuj¹c wzór (4) i dwukrotnie stosuj¹c podstawowy wzór z rachunku
prawdopodobieñstwa, okreœlaj¹cy zwi¹zki pomiêdzy gêstoœci¹ okreœlonej zmiennej loso-
wej X i gêstoœci¹ funkcji tej zmiennej losowej.

108 Surowiak 2014 / Gospodarka Surowcami Mineralnymi – Mineral Resources Management 30(1), 105–122



Je¿eli gêstoœæ rozk³adu prawdopodobieñstwa zmiennej losowej X okreœla funkcja f(x),
zmienna losowa Z okreœlona jest funkcj¹ odwracaln¹ Z = g(X), to gêstoœæ zmiennej losowej Z

okreœla wzór (Gerstenkorn i Œródka 1972):

f z f h z
dh z

dz
1 ( ) [ ( )]

( )
� (9)

gdzie h(z) jest funkcj¹ odwrotn¹ do funkcji g(x), czyli x = h(z).
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funkcjê gêstoœci zmiennej losowej P równ¹ f(�), ze wzoru (9) mamy:
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Niech teraz y y2 1� czyli y y1 2
2� . Powtarzaj¹c procedurê zastosowan¹ wy¿ej mamy:
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1.2 Analiza wp³ywu rozk³adu w³aœciwoœci fizycznych i geometrycznych ziaren
na rozk³ad prêdkoœci opadania

1.2.1. Wp³yw rozk³adu gêstoœci ziaren na rozk³ad prêdkoœci opadania

Dla oceny wp³ywu rozk³adu gêstoœci ziaren na rozk³ad prêdkoœci opadania wyznaczono
funkcjê gêstoœci rozk³adu prêdkoœci wyra¿ony wzorem (6), gdy¿ w tym przypadku pozosta³e
dwie zmienne (wielkoœæ ziarna i jego kszta³t) maj¹ce wp³yw na rozk³ad prêdkoœci opadania
maj¹ wartoœci ustalone.

Funkcja gêstoœci rozk³adu gêstoœci ziarna, zgodnie z dyspersyjnym modelem ziar-
na (Bro¿ek 1995) jest wyra¿ona przez dwuparametrow¹ funkcjê z rodziny rozk³adów
gamma. Jest to funkcja rozk³adu Weibulla, którego dystrybuanta i funkcja gêstoœci s¹
nastêpuj¹ce:
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� �c – gêstoœæ charakterystyczna (F(� = �c) = 63,21%),
k – wspó³czynnik niejednorodnoœci.

Zgodnie ze wzorem (9) funkcja gêstoœci i dystrybuanta rozk³adu gêstoœci zredukowanej
wyra¿aj¹ siê wzorami:
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gdzie:
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Rozk³ad zmiennej losowej Y X1 � wed³ug wzoru (12) jest nastêpuj¹cy:
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gdzie:

y xc c1 �

Rozk³ad zmiennej losowej Y2 = 5,33Y1, na podstawie wzoru (12), charakteryzuje siê
nastêpuj¹cymi funkcjami:
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gdzie:

y yc c2 15 33� ,

Po przytoczonych wy¿ej kolejnych przekszta³ceniach rozk³ad prêdkoœci opadania
w próbce monodyspersyjnych ziaren sferycznych zgodnie ze wzorami (12) i (13) jest
nastêpuj¹cy:
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� do – œrednica ziaren próbki,
vmsc – charakterystyczna prêdkoœæ opadania ziarna sferycznego równa:
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(23)
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Jak widaæ ze wzorów (21) i (22) funkcja rozk³adu prêdkoœci opadania w tym przypadku
jest wyra¿ona przez parametry rozk³adu gêstoœci ziaren i ich œrednicê. Analogicznie jak dla
rozk³adu gêstoœci jest to równie¿ rozk³ad Weibulla.

2. Eksperyment

Do wyliczenia rozk³adu prêdkoœci opadania ziaren w w¹skiej klasie ziarnowej opróbo-
wano osadzarkê przemys³ow¹ dwuproduktow¹ firmy Allmineral, o powierzchni roboczej
równej 17 m2, pracuj¹c¹ w zak³adzie przeróbki mechanicznej jednej z kopalñ wêgla
kamiennego.

Doœwiadczenia wykonano przy zachowaniu sta³ej liczby pulsacji, która wynosi³a
26 cykli na minutê. Wydajnoœæ systemu, czyli natê¿enie przep³ywu nadawy wynosi³o
500 Mg/h, a dop³yw wody dolnej 218 m3/h. Przy tak ustalonych parametrach, po usta-
bilizowaniu procesu, pobierano próbki nadawy, koncentratu i odpadów. Nastêpnie ka¿dy
z produktów rozdzia³u (koncentrat i odpady) poddano analizie densymetrycznej i gra-
nulometrycznej. Analizê densymetryczn¹ wykonano w roztworach chlorku cynku o gê-
stoœciach odpowiednio: 1,3; 1,4; 1,5; 1,6; 1,7; 1,8; 2,0 Mg/m3. Ka¿d¹ frakcjê densy-
metryczn¹ rozsiano na sitach o wielkoœci oczek: 2,0; 3,15; 5,0; 6,3; 8,0; 10,0;
12,5; 16,0; 20,0 mm. Dla zbadania wp³ywu rozk³adu gêstoœci na rozk³ad prêdkoœci
opadania z nadawy do osadzarki Allmineral wysiano w¹skie klasy ziarnowe: 2–3,15 mm,
3,15–5,0 mm, 8–10 mm, 16–20 mm. W tak przygotowanej próbce wykonano analizy
densymetryczne. W celu obliczenia pól powierzchni i œrednicy projekcyjnej ziaren na
losowej próbce ziaren nadawy w klasie 8–20 mm o licznoœci 305 ziaren wykonano zdjêcia
ziaren aparatem cyfrowym w po³o¿eniu najbardziej stabilnym. Korzystaj¹c z programu
komputerowego do analizy obrazu wyliczono pola powierzchni i obwody poszczególnych
ziaren. Wyliczono œrednice projekcyjne dp i wyznaczono rozk³ad œrednicy projekcyjnej
stosuj¹c wzór:

d
S

p �
4

!

(24)

� S – pole powierzchni ziarna.

3. Opracowanie wyników

Na podstawie otrzymanych wyników wyliczono wspó³rzêdne dystrybuant rozk³adu gê-
stoœci dla w¹skich klas ziarnowych, a nastêpnie do dystrybuant empirycznych dopasowano
rozk³ady Weibulla. Ponadto dla klasy 8–10 mm wyznaczono dystrybuantê rozk³adu gêstoœci
w odpadach. Z aproksymacji wyników doœwiadczalnych uzyskano dla ka¿dego rozk³adu
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Rys. 1. Rozk³ad gêstoœci ziaren w klasie 2–3,15 mm, �c = 2,05 Mg/m3; k = 3,84

Fig. 1. Particle density distribution for fraction 2–3.15 mm, �c = 2.05 Mg/m3; k = 3.84
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Rys. 2. Rozk³ad gêstoœci ziaren w klasie 3,15–5 mm, �c = 2,09 Mg/m3; k = 3,97

Fig. 2. Particle density distribution for fraction 3.15–5 mm, �c = 2.09 Mg/m3; k = 3.97
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Rys. 3. Rozk³ad gêstoœci ziaren w klasie 8–10 mm, �c = 2,17 Mg/m3; k = 3,97

Fig. 3. Particle density distribution for fraction 8–10 mm, �c = 2.17 Mg/m3; k = 3.97

Rys. 4. Rozk³ad gêstoœci ziaren w klasie 16–20 mm, �c = 2,25 Mg/m3; k = 3,91

Fig. 4. Particle density distribution for fraction 16–20 mm, �c = 2.25 Mg/m3; k = 3.91



parê parametrów �c i k. Na rysunkach 1–5 podane s¹ zale¿noœci modelowe z zaznaczonymi
wartoœciami empirycznymi. Przy ka¿dym rysunku podane s¹ wartoœci parametrów roz-
k³adu �c i k. Zgodnoœæ modelu z doœwiadczeniem oszacowano wyliczaj¹c indeks korelacji
krzywoliniowej. Wysokie wartoœci tego indeksu (R > 0,99) œwiadcz¹ o dobrej zgodnoœci
dystrybuanty modelowej (rozk³adu Weibulla) z dystrybuant¹ empiryczn¹. Ró¿nice w roz-
k³adach gêstoœci poszczególnych klas ziarnowych s¹ minimalne, co jest empirycznym
potwierdzeniem za³o¿enia, ¿e zmienne losowe wielkoœci ziarna i gêstoœci s¹ zmiennymi
niezale¿nymi.

Parametrami rozk³adu prêdkoœci opadania s¹ wspó³czynnik niejednorodnoœci k i prêd-
koœæ charakterystyczna vmsc wyliczana wed³ug wzoru (23). Wystêpuj¹ca w tym wzorze
gêstoœæ cieczy �o podawanej do komory osadzarki jest wy¿sza od gêstoœci wody i wynosi
�o = 1,093 Mg/m3, poniewa¿ woda zawracana jest do obiegu z osadnika Dorra.

Za wielkoœæ ziarna sferycznego przyjêto œredni¹ wartoœæ œrednicy projekcyjnej ziarna
w danej klasie ziarnowej wyznaczonej na podstawie pomiarów analiz obrazu i wykreœlono
histogramy rozk³adu œrednicy projekcyjnej dla czterech klasach ziarnowych. Przedstawiono
je na rysunkach 6–9.

Za pomoc¹ programu Statistica do ka¿dego histogramu dopasowano funkcjê gêstoœci
rozk³adu œrednicy projekcyjnej w danej klasie ziarnowej. Najlepsze dopasowanie uzyskano
dla rozk³adu Weibulla w postaci:
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Rys. 5. Rozk³ad gêstoœci ziaren w odpadach klasy 8–10 mm, �c = 2,36 Mg/m3; k = 7,92

Fig. 5. Particle density distribution in tailings for fraction 8–10 mm, �c = 2.36 Mg/m3; k = 7.92
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Rys. 6. Histogram rozk³adu œrednicy projekcyjnej dp w klasie 8–10 mm

dcp = 13,2 mm; kp = 3,17; bp = 8 mm; d p = 12,8 mm

Fig. 6. Histogram of projective diameter dp distribution in fraction 8–10 mm

dcp = 13.2 mm; kp = 3.17; bp = 8 mm; d p = 12,8 mm

Rys. 7. Histogram rozk³adu œrednicy projekcyjnej dp w klasie 10–12 mm

dcp = 16,12 mm; kp = 3,3; bp = 10 mm; d p = 15,5 mm

Fig. 7. Histogram of projective diameter dp distribution in fraction 10–12 mm

dcp = 16.12 mm; kp = 3.3; bp = 10 mm; d p = 15.5 mm
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Rys. 9. Histogram rozk³adu œrednicy projekcyjnej dp w klasie 16–20 mm

dcp = 24,79 mm; kp = 2,95; bp = 16 mm; d p = 23,9 mm

Fig. 9. Histogram of projective diameter dp distribution in fraction 16–20 mm

dcp = 24.79 mm; kp = 2.95; bp = 16 mm; d p = 23.9 mm

Rys. 8. Histogram rozk³adu œrednicy projekcyjnej dp w klasie 12–16 mm

dcp = 20,1 mm; kp = 2,73; bp = 13 mm; d p = 19,3 mm

Fig. 8. Histogram of projective diameter dp distribution in fraction 10–12 mm

dcp = 16.12 mm; kp = 3.3; bp = 10 mm; d p = 19.3 mm
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� dcp – wartoœæ charakterystyczna œrednicy projekcyjnej,
kp – wspó³czynnik niejednorodnoœci,
bp – wartoœæ przesuniêcia zmiennej losowej.

Jak wykazuj¹ pomiary innych autorów analogiczny typ rozk³adu Weibulla stosuje siê
tak¿e do œrednicy sitowej ziaren w w¹skiej klasie ziarnowej (Kordek 1999).

Na rysunkach 6–9 podano parametry rozk³adu Weibulla œrednicy projekcyjnej wraz
z wartoœci¹ przesuniêcia zmiennej losowej bp. Wartoœæ œredni¹ œrednicy projekcyjnej wy-
licza siê z nastêpuj¹cego wzoru (Gerstenkorn i Œródka 1972):
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(26)

� " – funkcja gamma Eulera.
Wartoœci œrednie œrednicy projekcyjnej podano przy ka¿dym z rysunków 6–9.
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Rys. 10. Dystrybuanta rozk³adu prêdkoœci opadania ziaren w monodyspersyjnej próbce ziaren

klasa 8–10 mm, vmsc = 0,599 [m/s], k = 3,97

Fig. 10. Particles settling velocity distribution function in monodisperse particles sample

fraction 8–10 mm, vmsc = 0.599 [m/s], k = 3.97



Jak zauwa¿ono wczeœniej za wielkoœæ ziarna kulistego do przyjêto we wzorach (22) i (23)
œredni¹ wartoœæ œrednicy projekcyjnej. Ze wzglêdu na to, ¿e ró¿nice w rozk³adach gêstoœci
w poszczególnych klasach ziarnowych s¹ nieznaczne, wyliczono rozk³ad prêdkoœci opa-
dania w jednej klasie ziarnowej 8–10 mm i w odpadach tej klasy. Na rysunkach 10 i 11
przedstawiono dystrybuantê rozk³adu prêdkoœci opadania w nadawie i odpadach mono-
dyspersyjnych ziaren sferycznych odpowiednio dla rozk³adów gêstoœci zaprezentowanych
na rysunkach 3 i 5.

Porównuj¹c parametry rozk³adu prêdkoœci opadania w w¹skich klasach ziarnowych
(rys. 10 i 11) mo¿na zauwa¿yæ, ¿e dla nadawy prêdkoœæ charakterystyczna ziaren wynosi
vmsc = 0,599 m/s, a dla odpadów vmsc = 0,789 m/s. Jest to spowodowane ró¿nic¹ w roz-
k³adach gêstoœci ziaren w tych w¹skich klasach.

Podsumowanie

1. Graniczna prêdkoœæ opadania swobodnego ziarna jest z³o¿onym argumentem roz-
dzia³u w procesie wzbogacania surowców w osadzarce. Rozk³ad tego argumentu
w próbce otrzymuje siê na podstawie rozk³adów argumentów prostych, tj. w³aœciwoœci
fizycznych i geometrycznych ziarna, którymi s¹ gêstoœæ ziarna i œrednica ziarna oraz
jego kszta³t.
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Rys. 11. Dystrybuanta rozk³adu prêdkoœci opadania ziaren w odpadach monodyspersyjnych

klasa 8–10 mm, vmsc = 0,789 [m/s], k = 7,92

Fig. 11. Particles settling velocity distribution function in monodisperse tailings

fraction 8–10 mm, vmsc = 0.789 [m/s], k = 7.92



2. Funkcja gêstoœci rozk³adu granicznej prêdkoœci opadania swobodnego jest w sposób
jawny zale¿na od parametrów funkcji gêstoœci rozk³adów gêstoœci i œrednicy projek-
cyjnej. Dysponuj¹c rozk³adami gêstoœci i œrednicy ziarna mo¿na na podstawie algorytmu
przedstawionego w pracy wyznaczyæ rozk³ad granicznej prêdkoœci opadania ziarna.

3. Zak³adaj¹c, ¿e prêdkoœæ opadania jest zmienn¹ losow¹ bêd¹c¹ funkcj¹ zmiennych loso-
wych w³aœciwoœci fizycznych i geometrycznych ziarna i wykorzystuj¹c twierdzenia ra-
chunku prawdopodobieñstwa odnosz¹ce siê do funkcji zmiennych losowych, mo¿na
wyprowadziæ ogólne wzory na funkcjê gêstoœci rozk³adu prêdkoœci opadania swobod-
nego ziarna dla warunków ruchu turbulentnego, który wystêpuje w procesach roz-
dzielczych np. przy wzbogacaniu w osadzarce.

4. W procesie wzbogacania w osadzarce istotnym jest, by nadawa nie zawiera³a ziaren
równo opadaj¹cych. Jak pokazano w artykule, nawet w materiale jednorodnym pod
wzglêdem rozk³adu cech granulometrycznych (wielkoœæ i kszta³t), wystêpuj¹ ró¿nice
w prêdkoœciach opadania ziaren.

Artyku³ opracowano w ramach dzia³alnoœci statutowej nr 11.11.100.276.
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WP£YW ROZK£ADU GÊSTOŒCI ZIAREN NA ROZK£AD ICH PRÊDKOŒCI OPADANIA
DLA W¥SKICH KLAS ZIARNOWYCH

S ³ o w a k l u c z o w e

prêdkoœæ opadania, rozk³ad prêdkoœci opadania, zmienne losowe, ziarna sferyczne

S t r e s z c z e n i e

Prêdkoœæ opadania ziaren jest cech¹ rozdzia³u, wed³ug której dokonuje siê idealny rozdzia³ ziaren
w procesie wzbogacania w osadzarce. Uwzglêdnienie kompleksowych w³aœciwoœci geometrycznych
ziaren (wielkoœæ i kszta³t ziaren) oraz fizycznych (gêstoœæ ziaren) prowadzi do wyliczenia rozk³adu
granicznej prêdkoœci opadania ziaren. Zatem graniczna prêdkoœæ opadania ziaren jest to z³o¿ona cecha
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rozdzia³u, zawieraj¹ca w sobie trzy podstawowe cechy proste ziarna (gêstoœæ, wielkoœæ i kszta³t
ziarna).

W artykule podano metodykê wyznaczania rozk³adu prêdkoœci opadania w próbce ziaren sferycz-
nych dla turbulentnego charakteru ruchu ziaren, w którym prêdkoœæ opadania wyra¿a siê wzorem
Newtona-Rittingera. Ze wzglêdu na to, ¿e zarówno gêstoœæ jak i wielkoœæ ziarna s¹ zmiennymi
losowymi o pewnych rozk³adach, równie¿ prêdkoœæ opadania jako funkcja tych zmiennych jest
zmienn¹ losow¹. Korzystaj¹c z twierdzeñ rachunku prawdopodobieñstwa odnosz¹cych siê do funkcji
zmiennych losowych podano wzór na funkcjê gêstoœci rozk³adu prêdkoœci opadania oraz wyliczono
rozk³ady prêdkoœci dla kilku kombinacji rozk³adów wielkoœci i gêstoœci ziarna na podstawie ekspe-
rymentu przemys³owego.

Artyku³ przedstawia symulacyjne okreœlanie rozk³adów prêdkoœci opadania ziaren sferycznych
przy za³o¿eniu, ¿e ziarna maj¹ kszta³t kulisty o œrednicy równej œrednicy projekcyjnej ziaren niere-
gularnych. W takim przypadku, na graniczn¹ prêdkoœæ opadania ziaren bêdzie mia³ wp³yw rozk³ad
w³aœciwoœci densymetrycznych.

INFLUENCE OF PARTICLE DENSITY DISTRIBUTIONS
OF THEIR SETTLING VELOCITY FOR NARROW SIZE FRACTIONS

K e y w o r d s

particles settling velocity, distribution of settling velocity, random variables, spherical particles

A b s t r a c t

Particle settling velocity is the partition feature of feed directed to jigging process. Distribution of
terminal particles settling velocity characterizes feed for jigging process. Consideration of complex
geometrical properties of particles (size and shape) and physical ones (density) leads to calculation of
distribution of terminal particles settling velocity. That means that this is complex partition feature
containing three basic particle features (density, size and shape).

The paper presents the methodology of determining particle settling velocity distribution in sample
of spherical particles for turbulent motion for which settling velocity is defined by Newton-Rittinger
formula. Because of the fact that both particle density and size are random variables of certain type of
distribution, settling velocity as function of these two variables is random variable too. Applying
probability theorems connected with random variables functions the equation for statistical density
function of settling velocity was given and distributions of velocities for several combinations of
particle size and density were calculated on the basis of industrial velocity.

The paper presents simulative determination of spherical particles settling velocity distribution
functions assuming that particles are spheres of diameter being equal to projective diameter of
irregular particles. In this case, terminal settling velocity is influenced by distribution of densimetric
characteristics.
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